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Kohderyhmä: Lukiolaiset, mutta materiaalista joitakin kohtia poistamalla saadaan yläkouluun sopiva
materiaali, ks. myös yläkoulun vastaava materiaali.

Materiaalissa on lisäksi joitakin pohdintatehtäviä, jotka on tarkoitettu ylöspäin eriyttämiseen sekä
joitakin kerhotehtäviä, joita voi joko käyttää tavallisessa koululuokassa haastavina lisätehtävinä tai
matematiikkakerhomateriaalina.

Esitiedot: Tämän oppitunnin pystyy käymään läpi hyvinkin vähillä esitiedoilla, mutta ymmärrys klas-
sisen geometrian perusteet (yhdenmuotoisuus, jne.) on paikallaan. Vahvempi ymmärrys geometriasta,
ymmärrys vektoreista (vaikka niitä ei tässä käytetäkään) auttaa syvällisemmin ymmärtämään materi-
aalia.

Oppitunnin kesto: 45-90 minuuttia. Tehtäväsarjasta voi joko opettaja valita suosikkitehtävänsä tai
antaa oppilaiden valita, jos aikaa on käytettävissä vähemmän kuin 90 minuuttia.

Oppimistavoitteet: Oppitunnin jälkeen opiskelija osaa nimetä erilaisia symmetrioita ja hahmottaa
kuvioista symmetrioita. Lisäksi oppilas pystyy itse suunnittelemaan symmetrisiä kuvioita.

Muut tavoitteet: Tavoitteena on, että oppitunnin jälkeen oppilaat näkevät matematiikaa uusissa
yhteyksissä ja he ovat kiinnostuneita matematiikan ja taiteen yhtymäkohdista.

Sisältö: Symmetria (peilaus, kierto, siirtosymmetria) ja niiden sovellukset.

Toteutus: Oppituntiin kuuluu opettajan kalvopaketti sekä oppilaiden tehtäväsarja. Opettaja voi valita
sopivaksi katsomansa osajoukon tehtävistä tai antaa oppilaille kaikki tehtävät pohdittaviksi niin, että
oppilaat valitsevat omat suosikkinsa joko aihepiirien tai vaikeusasteen perusteella.
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Tehtäviä

Tehtävä 1. Oheisessa kuvassa on kolmio ABC ja suora x = 4. Peilaa kolmio suoran x = 4 suhteen ja
piirrä kuva.

Tehtävä 2. Mihin edellisen tehtävän peilauksessa kuvautuisi koordinaatiston yleinen piste (x0, y0)?

Pohdintatehtävä 3. Oheisessa kuvassa ympyrät merkitsevät taloja ja viivalla on merkitty joki. Tavoit-
teena on kulkea ensimmäiseltä talolta toiselle kulkien joen kautta. Mistä kulkee lyhin mahdollinen reitti?

Pohdintatehtävä 4. Oheisessa kuvassa ympyrällä on merkitty taloa ja viivoilla jokea, joka haarautuu.
Kulma α (joka kertoo joen haarautumisen) on terävä. Tavoite on kävellä talolta toiselle joenhaaralle,
sitten toiselle joen haaralle ja sitten tulla takaisin. Millainen on lyhin kävelymatka?

α
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Kerhotehtävä 5. Jatketaan edellisen tehtävän aihepiirissä. Oletetaan, että talon etäisyys joen haarasta
on r. Laske lyhimmän reitin pituus.

α

Kerhotehtävä 6. Teräväkulmaisen kolmion ABC sisälle piirretään toinen kolmio, jonka kaikki kärjet
ovat alkuperäisen kolmion sivuilla. Miten tämä uusi kolmio tulee piirtää, jotta kolmion piiri on mahdol-
lisimman lyhyt?

Tehtävä 7. Oheisessa kuvassa on kolmio ABC. Kierrä kolmiota origon suhteen 90 astetta positiiviseen
kiertosuuntaan (eli vastapäivään) ja piirrä kuva.

Tehtävä 8. Mihin edellisen tehtävän kierrossa kuvautuisi koordinaatiston yleinen piste (x0, y0)?

Tehtävä 9. Oheisessa kuvassa on kolmio ABC. Kierrä kolmiota pisteen L suhteen 90 astetta positi-
iviseen kiertosuuntaan (eli vastapäivään) ja piirrä kuva.
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Tehtävä 10. Mihin edellisen tehtävän kierrossa kuvautuisi koordinaatiston yleinen piste (x0, y0)?

Tehtävä 11. (Muokattu MAOL:n peruskoulun matematiikkakilpailun alkukilpailun tehtävästä 2019)
Tarkastellaan oheista kuviota.

(1) Onko kuvassa peilisymmetrioita? Jos on, niin mitkä ovat symmetria-akselit?
(2) Onko kuvassa kiertosymmetrioita? Jos on, niin minkä pisteen suhteen ja minkälaiset kierrot?

Seuraavissa tehtävissä tutustutaan hollantilaisen kuvataiteilijan ja graafikon, Maurits Cornelis Es-
cherin (1898-1972), tuotantoon. Escherin töissä esiintyy usein mielenkiintoisia symmetrioita.

Tehtävä 12. Tutustu Escherin taiteeseen M.C. Escher Foundationin ja The M.C. Escher Companyn
julkaiseman gallerian avulla

https://mcescher.com/gallery/symmetry/

tai EscherGranadan Youtube-videon ”Escher y el efecto Droste / Escher and the Droste Effect” avulla:
https://www.youtube.com/watch?v=9WHdyG9mJaI&t.

Tehtävä 13. Tutustu Escherin liskotyöhön Escher Foundationin ja The M.C. Escher Companyn julkaise-
man kuvan avulla

https://mcescher.com/gallery/symmetry/#iLightbox[gallery_image_1]/23.
Etsi työn kierrot, peilaukset ja siirtopeilaukset.
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Pohdintatehtävä 14. Symmetrioita voidaan luokitella oheisen vuokaavion avulla. Etsi vuokaavion
avulla liskotyön ryhmä.

Tehtävä 15. Tutustu Escherin Angels and Demons -työhön Escher Foundationin ja The M.C. Escher
Companyn julkaiseman kuvan avulla

https://mcescher.com/gallery/symmetry/#iLightbox[gallery_image_1]/37

Etsi työn kierrot, peilaukset ja siirtopeilaukset.

Pohdintatehtävä 16. Etsi ylläolevan vuokaavion avulla Angels and Demons -työn ryhmä.

Tehtävä 17. Valitse Escher Foundationin ja The M.C. Escher Companyn julkaisemasta galleriasta
https://mcescher.com/gallery/symmetry/ oma suosikkisi ja etsi sen symmetriat.

Tehtävä 18. Mene David Eckin kehittämälle Wallpaper Symmetry -sivustolle osoitteeseen
https://math.hws.edu/eck/js/symmetry/wallpaper.html

ja luo taustakuva.
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Ratkaisut

1.

2. Piste (x0, y0) kuvautuu pisteelle (4 − (x0 − 4), y0) = (8 − x0, y0)

3. Peilataan oikeanpuolimmainen talo joen yli, jolloin lyhin reitti saadaan yhdistämällä vasemman-
puoleinen talo peilauksen seurauksena saatuun taloon ja ikäänkuin peilaamalla takaisin:

4. Peilataan talo kummankin joen haaran yli. Tällöin lyhin reitti on jana, joka yhdistää peilaukset:
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5. Jatketaan edellisen ratkaisun pohjalta, mutta huomataan lisäksi, että symmetrisesti muodostuneiden
kolmioiden vuoksi uusien talojen etäisyys joen haarautumispisteestä on myös r. Lisäksi koska joen-
haarat toimivat symmetria-akseleina, muodostuu kaksi tasakylkista kolmioita, joiden kärkikulmat ovat
yhteensä 2α: ensimmäinen kolmio muodostuu alkuperäisestä talosta, sen peilauksesta alemman haaran
yli ja haarautumiskohdasta. Toinen taas alkuperäisestä talosta, sen peilauksesta ylemmän haaran yli ja
haarautumiskohdasta.

α

Nyt riittää siis tarkastella kolmiota, joka on tasakylkinen, jonka kyljet ovat r ja kärkikulma 2α.
Halutaan määrittää kanta. Koska tasakylkinen kolmio jakautuu kahteen suorakulmaiseen kolmioon,
saadaan kannan pituudeksi 2r sinα.

6. Tässä asetelma on itse asiassa sama kuin ylläolevassa tehtävässä. Ajatellaan alkuperäinen talo kolmion
yhdelle sivulle. Tällöin pienin sen pisteen kautta kulkeva piiri on 2r sinα, missä α on vastakkaisen
kulman koko ja täten vakio. Ainoa miten tätä voi minimoida on pienentää muuttujaa r. Tämä saadaan
pienimmäksi mahdolliseksi, kun piste sijaitsee korkeusjanan kantapisteellä. Pienin kolmio on siis se, joka
yhdistää kolmion korkeusjanojen kantapisteet.

7.
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8. Piste (x0, y0) kuvautuu pisteelle (−y0, x0).

9.

10. Piste (x0, y0) kuvautuu pisteelle (−y0, x0 + 4)

11. Peilisymmetria-akselit on merkitty punaisella tähän kuvaan:
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Kuvassa on 90 asteen symmetrinen kierto keskipisteen suhteen, ja tämän seurauksena myös kaikki 90
asteen monikerrat.

12. Tähän ei ole malliratkaisua. Toivottavasti pidit taiteesta!

13. Kuvassa on 120 asteen kiertosymmetriat niiden pisteiden ympäri, joissa kolmen liskon päät kohtaa-
vat, oikeiden takajalkojen polvet kohtaavat tai vasempien takajalkojen kantapäät kohtaavat.

14. Symmetriaryhmä on p3.

15. Kuvassa on 90 asteen kiertosymmetriat niiden pisteiden ympäri, joissa neljän enkelin siivet kohtaavat,
ja 180 asteen kiertosymmetriat niiden pisteiden ympäri, joissa kahden enkelin ja kahden demonin jalat
kohtaavat. Lisäksi on vaaka- ja pystysuorat peilaussuorat, jotka puolittavat enkelit ja demonit.

16. Symmetriaryhmä on p4g.

17. Tämä tehtävä ratkaistaan vastaavasti kuin ylläolevat vastaavat tehtävät.

18. Tähän tehtävään ei ole oikeita tai vääriä vaihtoehtoja.
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