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Kohderyhmad: Lukion kolmas vuosikurssi, pitki matematiikka (oppitunti tai kerhotunti)

Esitiedot:

e Todennékoisyyslaskenta ja tilastotiede (lukion opintojakso)
e Excelin peruskiytto

Oppitunnin kesto: 75 min

Oppimistavoitteet: Oppitunnin jélkeen opiskelija

e tietdd suurten lukujen lain merkityksen tilastojen kisittelyssa ja
e osaa tehdd simulointia sekd kerdté aineistoa ja kisitelld sité.

Muut tavoitteet: Oppitunnin tavoitteena on
e inspiroida opiskelijoita todenndkéisyyslaskennan aihepiireihin liittyen ja
e konkretisoida ja tuoda matematiikkaa ldhemmés opiskelijan arkielama&a.
Sisalto:
e Nopanheiton silmélukujen (tasajakauma) odotusarvon tutkiminen (25 min)
e Suurten lukujen lain todistus (20 min)

e Erilaisten karkkien lukumé&éran (hypergeometrinen jakauma) odotusarvojen tutkiminen (20 min)
e Hypergeometrisen jakauman tutkiminen seki visualisointi Geogebralla (10 min)

Huom. Noppaa heitettéessd tiedetdéin mikd odotusarvo on, kun vastaavasti karkkipussin sisédltdmien
karkkien méérissa sité ei tiedeta.
Tarvittavat vilineet: Jokaisella ryhmalld tulee olla seuraavat vilineet:

e (-sivuinen noppa

e Karkkipussi, jossa noin 50 karkkia, joita ainakin kahta eri lajia

e Tietokone, jossa Geogebra, Excel tai vastaava

Toteutus:

1. NOPANHEITON SILMALUKUJEN (TASAJAKAUMA) ODOTUSARVON TUTKIMINEN

e Seuraavaan on Excel-pohja liitteessé 1, jonké lisdksi on ohjeissa kerrottu myos vaadittavat Excel-
komennot.
o Kerétddn ryhmissd dataa heittdmalla noppia 100 kertaa per ryhmé, jonka jalkeen
— ryhmissé lasketaan ja kirjoitetaan seuraavat tulokset taulukkoon (esim. Excel), eli
— nopanheiton silmaluku X ja
— lasketaan niiden frekvenssi f, eli kuinka monta ykkosté, kakkosta, kolmosta, nelosta, vi-
tosta ja kutosta saadaan (COUNTIF (alue;silméluku), LASKEJOS(alue; silméluku) missé
silméluku on 1,2,3,4,5 tai 6 (frekvenssi f)). Tamén jélkeen
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Kuva 1. Nopanheittosimulaattorin tuottama kuva.

— lasketaan X - f jokaiselle eri silméluvulle ja lopulta kaikkien ndiden summa jaettuna heittojen
kokonaisméaéralla, eli keskiarvo.

e Veratillaan dataa, esim. ryhmén tulos vs. kaikkien ryhmien tulos tai itseheitetyt vs. koneen
heittimit (RANDBETWEEN(1;6), SATUNNAISLUKU.VALILTA(1;6)).

o Lisdtehtéavi: Opiskelijoiden itse tuottaman satunnaisdatan ja kokeellisen datan vertailu: Opis-
kelijat listaavat lukuja satunnaisesti, jonka jélkeen tdmé aineisto analysoidaan ja verrataan sita
kokeellisesti saatuihin tuloksiin. Millainen jakauma saadaan ja miten tunnusluvut eroavat? Kuin-
ka pitkd on pisin tietyn silméluvun sarja (esim. nelja kutosta perikkiin) kokeellisessa datassa?
Enté opiskelijoiden tuottamassa datassa?

e Kuvassa [l] esitelty Juha-Matti Huuskon kehittdmé nopanheittosimulaattori (englanniksi, saa
kiyttdd ja muokata vapaasti) 1oytyy sivultahttp://integraali.com/noppa-ja-normaali.htmll
Jos heittokertoja on riittévésti, poikkeama 6-tahoisen nopan heittojen odotusarvosta 3,5 on luok-
kaa yksi per heittokertojen lukumééarén neliGjuuri. Vaativammilla teoreettisilla tydkaluilla tdméan
voi myos perustella, jolloin saadaan suurten lukujen laki

i=1
josta otoskoolla jakamalla saadaan
1 1
— X, =EX+0|—),
s x=exo(7)

missd X; on heittokerran i tulos, n heittokertojen lukumaéra, EX satunnaismuuttujan X odo-
tusarvo ja |O(g(n))| < C - g(n), missd C' on positiivinen vakio ja g jokin funktio. Huomataan,
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ettd jalkimmaéisessd yhtdsuuruudessa otoskoon kasvaessa virhe pienenee. Liséksi suurten lukujen
laki ja seuraava todistus patevit tdssd muodossa monille muillekin satunnaismuuttujille.

2. SUURTEN LUKUJEN LAIN TODISTUS

Huom. kiisittelyn tasoa voi sddtéé opiskelijoiden mielenkiinnon ja perehtyneisyyden mukaan. Olkoot
X; toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia kaikilla indekseilld . Todistus etenee seuraavasti

dl

1 n
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missé ensimmaiselld rivilla kdytetdan Markovin epayhtaloé. Toiseksi viimeiselld rivilla taas summatta-
va on nolla, kun ¢ # j, silld X; ja X; ovat toisistaan riippumattomia, joten E(X;X;) = (EX )2. Viimeisell&
rivilld odotusarvo on jokin vakio, toisinsanoen se ei riipu otoskoosta n. Huomaa, ettéd tarkoituksena on

laskea,

ettid todenniiksisyys P on nolla, kun otoskoko n kasvaa rajatta. Tami pitee, silli n/n? = 1/n — 0,

kun n — oo. O

3. ERILAISTEN KARKKIEN LUKUMAARAN (HYPERGEOMETRINEN JAKAUMA) ODOTUSARVON

TUTKIMINEN

Jokaiselle ryhmille yhteensa 50 esinettd (karkkipussi), joista saa muodostettua kaksi eri katego-
riaa tai laatua. Esimerkiksi hedelmé/salmiakki tai hyvé/paha.
Tutkitaan empiirisesti, missé suhteessa tehdas tuottaa kahta eri kategoriaa. Huom: Pussien si-
séltod ei tunneta.
Jokaisessa ryhméssé nostetaan 10 karkkia pussista, jonka jélkeen lasketaan kuinka monta kum-
paakin laatua tuli, eli millainen osuus tyyppid 1 (salmiakki) ja tyyppid 2 (hedelmé&) saatiin.
Empiirinen arvio on saatu tutkimalla karkkien suhteita ja mahdollinen virhearvio saadaan Mar-
kovin epéyhtélon avulla.
Lasketaan lopuksi tehdaskeskiarvo, eli miten karkit ovat néissé pusseissa jakautuneet.
Lisatehtdvd: Onko tehdasarvoksi laskettu arvo oikea? Mitké asiat voivat siihen vaikuttaa?
Tehtavadn 16ytyy Excel-pohja liitteesté 1.
Mahdollisia tutkimuskysymyksia:
— Kuinka hyvin voidaan paatelld kymmenestéd karkista, kuinka paljon koko pussissa on sal-
miakkeja? Huom. Vertaa koko ryhmén saamia arvoja.
— Voidaanko péaatelld, kuinka paljon salmiakkikarkkeja on yleensa pusseissa, yhdistamaélla kaik-
kien tulokset?
Tilanne on toistokoe ilman takaisinpanoa, jota mallinnetaan hypergeometrisella jakaumalla. Hy-
pergeometrisen jakauman odotusarvo on

missd N on perusjoukon alkioiden lukumééré (ts. yhden pussin karkkien lukumé&érd), M mé&a-
rityn osajoukon alkioiden lukumé&érd (ts. paljonko esimerkiksi salmiakkia) ja n on otettujen
karkkien lukuméérd (nyt 10).

4. HYPERGEOMETRINEN JAKAUMAN TUTKIMINEN JA VISUALISOINTI

Geogebrassa on todennikoisyyslaskuri-tyokalu (probability-tyokalu). Tehtévaan 16ytyy esimerkkitie-
dosto, jossa: jakauma on Hypergeometrinen, populaatio 50, n = 10 ja otos on 17, eli esimerkiksi sal-
miakkien lukumé&aréd koko pussissa. Tulokseksi syntyy kuvan [2] kaltainen kuva. Kysymys: Vastaako kuva
alemman empiirisen tutkimuksen tuloksia ja kuinka jakauman muoto muuttuu, jos lukuarvoja muuttaa?
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Kuva 2. GeoGebran tuottama kuva.

5. JATKOPOHDINTOJA JA KYSYMYKSIA OPISKELIJOILLE

P(X = k)

0.0090107606578
0.0638262213259
0.1838195174187
0.2827992575672
0.2566141411258
0.1429707357701
0.0493002537138
0.0103295769686
0.001249545601

0.0000780966001
10 0.0000018932509
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e Miké merkitys otoksella on saatuun dataan? Onko otoksen ajankohdalla tai muilla taustamuut-

tujilla vaikutusta saatuihin tuloksiin? Ovatko otokset aidosti riippumattomia?

e Lisdtieto: suurten lukujen laki liittyy olennaisesti my6s vahvempaan ominaisuuteen, keskeiseen

raja-arvolauseeseen, jonka mukaan, kun tarkastellaan riittdvan suurta joukkoa sellaisia riippu-
mattomia satunnaismuuttujia, joilla on olemassa odotusarvo ja varianssi, niin tietyilld lisdole-

tuksilla niiden keskiarvo noudattaa likimain normaalijaukaumaa.
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