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Kohderyhma: Ylakoulu, lukio, ammatillinen koulutus. Aiheen kasittelyn laajuus ja syvyys ryhman
mukaan.

Esitiedot: Tunti sopii pidettavaksi erityisen hyvin silloin, kun on puhuttu suurista luvuista
perusopetuksessa tai kombinatoriikasta lukiossa.

Oppitunnin kesto: Oppitunti koostuu lyhyesta alkuinfosta, kiertopisteissa tehtavista
toiminnallisista tehtavista ja lopun yhteenvedosta. Suunnitelma on laadittu 75 minuutin mittaiselle
oppitunnille, mutta sitd on helppo muokata myos muunlaiseen kaytt6on sopivaksi.

Oppimistavoitteet:
- Joidenkin ongelmien ratkaisuavaruuksien suuruuden hahmottaminen, esim.
kauppamatkustajan ongelma ja tasajako (number partitioning problem)
- Tutustuminen joihinkin strategioihin ongelmien ratkaisemiseksi, esim. ahne algoritmi ja fair
share sequence
- Omien ongelmaratkaisutaitojen kehittaminen

Muut tavoitteet:
- Toiminnallisuuden lisddminen kouluopetukseen
- Opiskelijan tiimityotaitojen kehittyminen
- Innostaminen ja kiinnostuksen lisadaminen

Sisdlto: Nelja toimintapistetta:
- A: Kauppamatkustajan ongelma
- B: Kontin pakkaaminen
- C:Tasajako
- D: Alkutekijat

Toteutus:
- 10 min alkuinfo: Johdanto ja pisteilla olevien ongelmien esittely, apuna Integraalipaivat-
VaikeatOngelmat.pptx.
- 40 min kiertopisteet.
o Opettajan valitsemalla tavalla opiskelijat taltioivat rastien ratkaisujaan ja laittavat
opettajalle jakoon lopun yhteenvetoa varten.




o Esim. valokuvat.
o Opettaja voi tehda kierrosta kilpailullisen.
- 25 min loppuyhteenveto: tydskentelyn aikana tehtyjen havaintojen kokoaminen, apuna
Integraalipaivat-VaikeatOngelmat.pptx.

Pisteiden kuvaus:

A: Kauppamatkustajan ongelma (traveling salesperson problem):

Meilla on n kaupunkia ja halutaan suunnitella mahdollisimman lyhyt reitti, joka kdy jokaisessa
kaupungissa. Mahdollisia reitteja on n! kappaletta, joten kun kaupunkien maara on suuri, niin
jokaista reittia ei ole mitenkaan mahdollista kokeilla. Suurimmassa osassa reiteista tosin ei ole
mitadn jarkea. Ihmiselld on ihan hyva intuitio siitd, miten reitti kannattaa suunnitella. Strategia voi
olla esimerkiksi menna seuraavaksi aina ldhimpaan kaupunkiin. Millaisessa tapauksessa tdma
strategia ei olekaan jarkeva?

Kaikki reitit, jotka kdyvat jokaisessa kaupungissa, ovat ratkaisuja ongelmaan, mutta jotkin niista
ovat mitattavalla tavalla parempia kuin toiset. On myos yleisesti vaikeaa sanoa, onko jokin
annettu ratkaisu paras mahdollinen. Tama poikkeaa matematiikan tehtavista yleenss, silla tehtava
ei ratkea kayttamalla tiettya opittua menetelmaa eika ratkaisua loydy kirjan takaa.

Piste voidaan toteuttaa joko niin, etta korkkitauluun on laitettu tukevia nastoja “kaupungeiksi” ja
tehtdvana on tietyn (reilun) pituisen langan avulla yhdistaa pisteet reitiksi, joka kdy kaikissa
“kaupungeissa” ja palaa takaisin lahtopisteeseen. Ratkaisun hyvyytta arvioidaan mittaamalla yli
jaaneen langan pituus.

Vaihtoehtoisesti kauppamatkustajan ongelmaan voi tutustua applettien avulla:

Simulated Annealing: The Travelling Salesman Problem:
https://www.fourmilab.ch/documents/travelling/anneal/

tai

Melanie Herzog, Sebastian Lotz, Wolfgang F. Ried| (Technische Universitdt Minchen): The
Travelling Salesman Problem:

https://www-m9.ma.tum.de/games/tsp-game/index en.html

B: Kontin pakkaaminen:

Halutaan tayttaa suorakaiteen muotoinen alue eri kokoisilla suorakaiteen muotoisilla palasilla niin,
ettd alue saadaan mahdollisimman tayteen. Tai tdytetaan suorakaide erilaisilla viiden ruudun
tetrispaloilla. Oikeita ratkaisuja voi olla useita!

Vaihtoehtoisesti pakkausongelmaan voi tutustua Transum.org-sivuston appletilla:
https://www.transum.org/Maths/Activity/Jigsaw/Pentominoes.asp?Level=1

C: Tasajako, lukujen ositusongelma (partition problem):

Meilla on n lukua ja halutaan jakaa ne kahteen joukkoon niin, ettd joukkojen summat ovat
mahdollisimman samankokoiset, parhaassa tapauksessa siis yhta suuret. Mahdollisia tapoja valita
ensimmainen joukko on 2" (mukaan lukien tapaukset, jossa toinen joukoista on tyhja). Jalleen
ihmiselld on jokin kasitys siitd, miten numeroita kannattaa jakaa joukkoihin. Esimerkiksi voidaan



jarjestdaa numerot ensin suuruusjarjestykseen ja laittaa joka toinen luku toiseen joukkoon. Tama ei
kuitenkaan aina tuota parasta mahdollista ratkaisua.

Vuorottelua yleensa parempi jarjestys jakaa luvut saadaan Thuen—Morsen lukujonosta. Lukujono
alkaa luvulla 1 ja se rakennetaan rekursiivisesti niin, ettd lukujonon edellinen vaihe kopioidaan,
liitetadn loppuun ja kopiossa kaikki ykkdset vaihdetaan kakkosiksi ja kakkoset ykkosiksi. Lukujonon
muodostus alkaa siis ndin:
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1221

12212112

1221211221121221

Jako suoritetaan niin, etta luvut jarjestetdaan laskevaan suuruusjarjestykseen. Ensimmaiseen
joukkoon laitetaan ne luvut, joiden jarjestysnumeron kohdalla lukujonossa on luku 1 ja toiseen ne,
joiden kohdalla on luku 2. Lukujono tunnetaan myos nimella fair sharing sequence. Sen avulla
jakamalla esim. erilaisia karkkeja kahdelle ihmiselle saadaan reilumpi jako kuin vuorottelemalla
121212..., silla vuorottelemalla ensimmainen valitsija saa aina valita lopuista ensin mieleisensa
karkin.

Kolmas luonnollinen lahestymistapa on ahne algoritmi: laitetaan suurin luku ensimmaiseen
joukkoon, toisiksi suurin toiseen joukkoon, ja siitd eteenpain seuraavaksi suurin luku siihen
joukkoon, jonka kokonaissumma on siihen mennessa pienempi.

Esimerkki: Luvut ovat 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 27. Valitsemalla joka toinen luku toiseen
joukkoon saadaan summiksi 58 ja 70. Thuen—Morsen lukujonon avulla jakamalla saadaan summat
65 ja 63. Ahneella tavalla valitsemalla saadaan joukkojen summiksi 64 ja 64, eli varmasti
optimaalinen ratkaisu. Optimaalisia ratkaisuja voi olla useita.

Kannattaa huomata, ettad parhaassa ratkaisussa joukot eivat valttamatta ole yhta suuret, eika jakoa
ole aina mahdollista saada tasan.

Vaihtoehtoisesti ositusongelmaan voi tutustua Aleksi Karhun appletilla:
https://www.geogebra.org/m/bbbcprzv

D: Alkutekijat:

On olemassa ongelmia, jotka ovat helppoja ratkaista yhteen suuntaan, mutta vaikeita toiseen
suuntaan. On helppo kertoa alkulukuja keskendan, mutta ty6laampaa on selvittda annetun luvun
alkutekijat.

Pisteen voi toteuttaa esimerkiksi niin, etta yksi oppilas kertoo valitsemansa salaiset alkuluvut
keskendan ja antaa niiden tulon muille oppilaille jaettavaksi alkutekijoihin. Tai opettaja julkaisee
luvun ja sitten kilpaillaan, kuka selvittdaa sen alkutekijat ensin.

Hoksaaminen: Nelidlukuja tunnistamalla ja nelididen erotuksen muistikaavaa kdyttamalla saadaan
esimerkiksi
143 = 144-1 = 122-12 = (12+1)(12-1) = 13-11 ja



221 = 225-4 = 152-22 = (15+2)(15-2) = 17-13.

Voidaan oivaltaa, etta jos luku ei mennyt tasan jaettaessa luvulla 3, niin myoskaan lukua 6 ei
tarvitse testata. Lisdaksi jos yhtaan alkutekijaa ei loydy, kun on kokeiltu lukuja vn
:dan asti, voidaan todeta, ettad tarkasteltu luku on alkuluku.



