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Esitiedot:

e Lukujoukot

e Murtolukujen laskusdannét
e Eukleideen algoritmi

e Summan ja erotuksen tulo

Oppitunnin kesto: 2 x 45 min tai 75 min riippuen oppilaista / opiskelijoista

Oppimistavoitteet: Oppitunnin jilkeen opiskelija osaa muodostaa rationaaliluvuille ketjumurtoesityk-
sen. Opiskelija huomaa Eukleideen algoritmin seké ketjumurtolukujen vélisen yhteyden. Opiskelija osaa
muodostaa myos irrationaalisille neligjuurille ketjumurtoesityksen. Opiskelija erottaa, ettd rationaalilu-
vuille ketjumurtokehitys paattyy joskus ja irrationaaliluvuille ketjumurtoesitys ei paéty koskaan. Opis-
kelija osaa laskea konvergentteja.

Muut tavoitteet: Opiskelija hahmottaa, miten neliGjuuria voidaan arvioida ilman laskinta. Opiskelija
kiinnostuu ohjelmoinnista apuvélineeni ketjumurtolukuesitysten tekoon. Opiskelija tutkii, miten laski-
met laskevat irrationaalilukuja. Opiskelija pohtii, miten hyvéd approksimaatio katkaistu ketjumurtoluku
on irrationaaliluvulle. Kultaisen leikkauksen ketjumurtoesitys.

Sisalto:

Ketjumurtolukujen teoriaa

Ketjumurtolukujen sieventdminen murtoluvuksi ja toisin péin

Eukleideen algoritmi seké ketjumurtoesitys

Ketjumurtoesitys irrationaaliluvuille sekd miten hyvin ne approksimoivat irrationaalilukuja
Katkaistun ketjumurtoesityksen antama murtoluku, eli konvergentti

Toteutus: Peruskoulun matikkaluokkalaisille pitda kdyda Eukleideen algoritmi sekd summan ja erotuk-
sen tulo ennen tadméin materiaalin asioita, jotta oppilas pystyy jarkevasti késitteleméan tehtévia. Vaih-
toehtoisesti késitellddn vain osat 1 ja 2. Materiaalin voi myd&s jakaa kahteen osaan. 1. kerralla osat 1-3 ja
toisella kerralla 4. osa.

e Osa I. Motivointi, keskustelua eri lukujoukoista.

e Muokataan lyhyistd ketjumurtoluvuista yksi murtoluku. Kerrataan murtolukujen laskusaantojé.

e Esitellddn tarkemmin ketjumurtolukuihin liittyvéé teoriaa. Rationaaliluvuille padttyva esitys ja
irrationaaliluvuille paattyméton esitys. Esimerkkeja

e Harjoitellaan ketjumurtoluvun kirjoittamista murtoluvuista.

o Kiaytetddn Eukleideen algoritmia samoille murtoluvuille ja pohditaan, mikd yhteys ketjumurto-
luvuilla sekd Eukleideen algoritmilla on.

e Osa II: Muodostetaan irrationaaliluvuille ketjumurtoesityksia. Harjoitustehtavia alla.

e Lasketaan konvergentteja ja tarkastellaan, miten hyvin ne approksimoivat irrationaalilukua.

1


https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.fi

1. JOHDATTELUTEHTAVIA

Tehtava 1. Tehtédva 1. Sievennd yhdeksi murtoluvuksi
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2. KETJUMURTOLUKUJEN TEORIA

Yksinkertaiseksi ketjumurtoesitykseksi tai yksinkertaiseksi ketjumurtokehitelmdksi kutsutaan positii-
visen luvun esittdmistd muodossa

ap + ’
ay +

as +

ag + ———
8 1
a4+—

missd luvut aq,... ovat positiivisia kokonaislukuja ja ag on epédnegatiivinen kokonaisluku. Liséksi sovi-
taan, ettd viimeinen luvuista a; (jos siis kehitelmé on péadttyvd) on suurempi kuin 1.

Kéaytannossa tilanne on tdméa: Jos kyseessé on rationaaliluku, paéttyy tdmaé esitys joskus (eli noiden
kolmen pisteen tilalle ei tule d#rettomén pitkdd jonoa). Jos kyseessé on irrationaaliluku, ei tdmé esi-
tys padty koskaan. Jalkimméinen on helppo ndhda. Ensimméinen ei ole niin triviaali. Naméa jatetddn
lukijoiden vapaaehtoisiksi pohdintatehtaviksi.

Tilan sédstdmiseksi on usein helpompi kirjoittaa [ag; a1, as,as, .. .| merkinnén

1
ag + )

a1+

as +

T
as + —

sijasta. Esimerkiksi tehtévén |1] a-kohta voidaan esittdd muodossa [2;3,4].

3
Esimerkki 1. Muunnetaan murtoluku 1 yksinkertaiseksi ketjumurtoluvuksi

3 4
eli [0;1, 3]. Edelld saatiin ag = 0, silld on 0 < 1 < 1. Vastaavasti saatiin a; = 1, silld patee 1 < 3 < 2.

Téamén jalkeen huomataankin, ettd luku on haluttua muotoa ja tehtavé on ratkaistu.
-~ 12 o .
Tehtédvi 2. Muunna - yksinkertaiseksi ketjumurtoluvuksi.

3. EUKLEIDEEN ALGORITMIN JA KETJUMURTOLUKUJEN YHTEYS

3.1. Lammittelytehtivia

22
Tehtava 3. Kirjoita yksinkertainen ketjumurtoesitys luvulle I ja Eukleideen algoritmi luvuille 22 ja
17.
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Tehtdva 4. Kirjoita nyt yksinkertainen ketjumurtoesitys luvulle 0 ja Eukleideen algoritmi luvuille 42
ja 19.

Pohdintatehtéva 5. Mitd yhteistd ketjumurtoesityksessi ja Eukleideen algoritmissa on?

3.2. Eukleideen algoritmin ja ketjumurtolukujen yhteys perusteltuna

Yll&olevia harjoitustehtévid laskiessa saattoi tulla sellainen tunne, ettd laski samaa asiaa kaksi ker-
taa, mutta vain kirjoitusasu vaihteli hieman. Lisdksi ketjumurtoesityksessa kertoimiksi tuli ihan samoja
lukuja kuin Eukleideen algoritmissa kertoimiksi. Otetaan viela yksi esimerkki ja pyritddn tdmén jélkeen
muotoilemaan asia tésméllisesti:

Esimerkki 2. Vertaillaan ketjumurtoesitysta % =[0;5,1,1,2,2] ja Eukleideen algoritmia luvuille 12 ja
67:

67=[5]-12+7

12=[1]-7+5
7=[1]-5+2
5=[2]-2+1
2=[2]-1+0

Ylldolevan esimerkin varitetyt ja laatikoidut luvut ovat samat kuin luvun % ketjumurtoesityksessé.

Pyritddn nyt perustelemaan td&ma havainto tdsméllisesti. Tarkastellaan positiivisia kokonaislukuja m ja
n. Oletetaan, ettd m < n. Jos aloitetaan laskemaan néille luvuille Eukleideen algoritmia, on ensimmaé&inen
vaihe kirjoittaa

n=qm-+r,
n

missd 0 < 7 < m. Aloitetaan nyt ketjumurtoesityksen kirjoittaminen luvulle . Tavoite on kirjoittaa
luku muodossa

n b

— =a+ —,

m m

b _n_ 4=
m m

7= missd 0 < n — am < m. Kun kerrotaan tdmé esitys luvulle % puolittain luvulla m saadaan

b=n—am, eli n = am + b. Verrataan tatd Eukleideen algoritmin ensimméiseen vaiheeseen. Saadaan

missé a on kokonaisosa ja b on kokonaisluku, missé 0 < b < m. Jos a on kokonaisosa, niin

am+b=n=qm-+r,

joten a = q ja b = r. Toistetaan prosessia nyt murtoluvulle 7.
Jos taas olisi tarkasteltu murtolukua =+, olisi tilanne ollut muuten sama, mutta koska = < 1, olisi

ketjumurtoesityksen alku ollut

m .
n

3 \3‘ —

4. TRRATIONAALILUVUT JA KETJUMURTOKEHITELMAT

4.1. Esimerkkeji ja tehtivii eri neligjuurten ketjumurtoesitysten laskemisesta
Esimerkki 3. Kirjoita v/3 ketjumurtolukuna.



Huomataan ensin, ettd 12 = 1 < 3ja 22 =4 > 3. Titen on 1 < v/3 < 2, ja kokonaisosa on 1. Vastaavaa
ideaa toistamalla saadaan

1 1 1
V3=14+V3-1=1+ =1+ Al —1+ﬁ+1
V3—1 (V3+1)(vV3-1) 2
=1 ! =1 Lo !
: +1+\/§+1—1_ +1+\/§_1_ +1+ .
2 2 2
V3 -1
1 1 1 .
14 — =1+ — =1+ - = [1;1,2,...).
1+2(\/§+1) 1+1+\/§ e
— 24—
s

Kolmanneksi viimeisessi vilivaiheessa siis huomataan, etté on taas laskettavana /2 ketjumurtoesitys. Sen
on jo todettu alkavan [1; 1, jotain], joten v/3 kokonaisosan on tuotava +1. Niin ollen ketjumurtokehitelma
alun on oltava [1;1, 2, jotain] Alun logiikalla tulee taas yksi ykkonen ja sitten yksi kakkonen, koska aivan
ensimméinen ykkonen, joka tuli v/3 kokonaisosasta, menee osaksi summaa, koska saadaan luku 2. Tam#
jakso toistuu loputtomiin.

Teht#vi 6. Kirjoita v/2 ketjumurtolukuna.

Tehtivi 7. Kirjoita /5 ketjumurtolukuna.

L5 Lot jumurtolukuna.

Tehtéva 8. Kirjoita kultaisen leikkauksen lauseke =5

Tehtivi 9. Kirjoita /6 ketjumurtolukuna.
Haastetehtédvi 10. Kirjoita V7 ketjumurtolukuna.

4.2. Miten niistd saadaan desimaaliesityksia?
Esimerkiksi luku /17 voidaan kirjoittaa ketjumurtolukuna muodossa

1

[4;8,8,8,...] =4+
8+
8+
8+

1

1
8+ —

Télle luvulle saadaan arvioita katkaisemalla ketjumurtoesitys. N&itd katkaistuja murtolukuja kutsutaan
konvergenteiksi. Ensimméinen arvio on 4, toinen arvio on

1 33
44 - =—=4125
+ 8 8 b b
seuraava arvio on
1 8 4-654+8 268
4 44+ — =" = = """ ~412308.
+ + 65 65 65 ’

8+1:
8

Verrataan laskimen antamaan arvoon: /17 ~ 4,1231056. Huomataan siis, ettéd esityksestd 4 + ——

8+ =
+8

saimme jo kolme desimaalia oikein.

Tehtéva 11. Hyddynné tietoa, ettd /11 = [3;3,6,3,6,3,6,...] ja laske muutama ensimméinen konver-
gentti. Vertaa niitd luvun 11 desimaaliesitykseen.
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Pystytdan todistamaan, ettd ketjumurtoluvut itse asiassa antavat erittdin tarkkoja arvioita. Jos taytyy
laskea desimaalikehitelmid neliGjuurille ilman laskinta, ovat ketjumurtoesitykset erittdin tehokas tapa
tehdé tama. Jotta ketjumurtoesityksen voi laskea, ei tarvitse tietda millainen desimaaliesitys on, vain se,
miten suuresta luvusta suurinpiirtein puhutaan.

Ketjumurtoesityksen tarkkuus liittyy esityksen oo = [ag; a1, ag, as, . . .| kertoimiin. Karkeasti voi sanoa,
ettd mitd suurempia ovat luvut aq, as,..., sitd parempi arvio on. Tasmallisesti voidaan todistaa, etta
1
o — b < 5
qn anqn_1
missé, % on i:s konvergentti.

Pohdintatehtdva 12. Laske ohjelmistolla luvun e ketjumurtokehitelmén ensimmaéiset 8 kerrointa. Ha-
vaitsetko jotain sddnnénmukaisuutta?

5. LISATIETO: KETJUMURTOLUKUJEN YHTEYS YHTALOIDEN KOKONAISLUKURATKAISUIHIN

Yhtaloitd on koulussa usein ratkaistu reaalilukujen joukossa. Esimerkiksi yhtélon y = 2x + 5 ratkaisut
ovat kaikki suoran y = 2z + 5 pisteet. Toisaalta taas yht#lon 5 = 22 4+ y? toteuttavat kaikki ne pisteparit
(z,y), jotka sijaitseviit origokeskiselld ympyrilld, jonka side on v/5. Tilanne muuttuu merkittévisti, jos
halutaan etsid ainoastaan kokonaislukuratkaisuja. Esimerkiksi yhtalon

y=2z+1
kokonaislukuratkaisuiksi kelpaavat kaikki pisteet (n,2n + 1), missd n on kokonaisluku. Yht#lon

5= 224+ y2
kokonaislukuratkaisut ovat (£1,42) ja (+2, £1), missi sallitaan kaikki mahdolliset etumerkkikombinaa-
tiot.

Toisaalta taas esimerkiksi yhtilén 22 + 32 = 6 toteuttaa koko /6-siiteinen ja origokeskinen ympyré
reaalilukujen joukossa, mutta kokonaislukujen joukossa télle yhtélolle ei ratkaisua. Osaatko sanoa, miksi
ei?

Yhtaloiden tarkastelu vain kokonaislukujen joukossa muuttaa siis tilannetta hyvin paljon. Pelkkien
kokonaislukuratkaisujen etsiminen on kuitenkin oleellista esimerkiksi kryptografiassa eli salauksessa. Li-
séksi kokonaislukuratkaisujen tarkastelulle on ihan oma matematiikan teoria, Diofantoksen yhtdiloiden
teoria, joka on hyvin kaunista.

Erds mielenkiintoinen esimerkki Diofantoksen yhtélostd on yhtdlon

2 —nyt=1
ratkaisujen etsiminen, kun n ei ole neliluku. Jos n olisi nelidluku, olisi tilanne suoraviivainen. Huo-
mataan, ettéd riittdéd etsid epanegatiivisia ratkaisuja, silla negatiiviset ratkaisut saadaan néistd suoraan.
Kirjoitetaan n = n%, jolloin saadaan

2 2

1=2"—ny® = 2> —niy® = (x — my)(z + n1y).

Huomataan, ettad luvut © —n1y ja x + nyy ovat kokonaislukuja seké on z —n1y < x+nyy jax+n1y > 0.
Nyt on oltava  —n1y =z +n1y =1, eli y = 0 ja « = 1, jolloin kaikki ratkaisut ovat (£1,0).

Tilanne muuttuu hankalammaksi, kun tarkastellaan tilannetta, jossa n ei ole nelidluku. Voidaan to-
distaa (mutta tdmé vaatii tyotéd), ettd kaikki ratkaisut saadaan kirjoittamalla \/n ketjumurtoesitykseni
ja laskemalla sen esityksen konvergentteja %. Télloin kaikki ratkaisut saadaan joukosta (g;,p;), mutta
kaikki tdtd muotoa olevat lukuparit eivit ole ratkaisuja. Esimerkiksi testaamalla voi kokeilla, toimiiko
ratkaisu todella. Ratkaisuja on kaikenkaikkiaan &areton méaara.

Esimerkki 4. Tarkastellaan yht#l6s 22 —3y? = 1. Luvun v/3 ketjumurtoesityksen alku on [1;1,2,1,2,...].
Téstd saamme konvergentit 1, 2,2 T 19 26 Nyt voimme testata ratkaisuja yht&loon:
Aloitetaan parista (1,1):

12-3.1' £1,
eli ei ratkaisua. Nyt pari (2, 1):

22 -3.1=1,
eli parit (+2, 1) ovat ratkaisuja. Nyt pari (5, 3):

52 -3.3% #£1,
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eli ei ratkaisua. Nyt pari (7,4):
7?-3.42=1,
eli parit (£7, £4) ovat ratkaisuja. Nyt pari (19, 11):
192 —3-11% #1,
eli ei ratkaisua. Nyt pari (26, 15):
262 —3-15% =1,
eli parit (+£26, +15) ovat ratkaisuja. Néin voidaan jatkaa, jolloin 16ydetdén ddrettomén paljon ratkaisuja.

Jos haluat ratkaista néin erilaisia Pellin yht&l6itéd, voi tohtori Ron Knottin laatimasta ketjumurto-
laskimesta https://r-knott.surrey.ac.uk/Fibonacci/cfCALC.html|olla hydty4, silld sen avulla saat
suoraan ketjumurtoesityksen ja konvergentit.

6. RATKAISUT

eli [151,2,2].

22
Yksinkertainen ketjumurtoesitys luvulle 7

22 5 1 1 1 1 .
1—7:1+ﬁ:1+1f7:1+72:1+71:1+71eh [1;3,2,2]
= 3—1—5 3-1-3 3+71
2 213
Eukleideen algoritmi luvuille 22 ja 17

22=1-17+5

17=3-5+2
5=2-2+1
2=2-240

42
Yksinkertainen ketjumurtoesitys luvulle To

42 2+4 2+1 2+ ! 2+ ! 2+ !
LI e T T
4 4 4 1

3 3
eli [2;4,1,3]


https://r-knott.surrey.ac.uk/Fibonacci/cfCALC.html

Eukleideen algoritmi luvuille 42 ja 19

42=2-19+4
19=4-4+3
4=1-3+1
3=3-1+40
[6l
1 1
V2=14V2-1=1+ =1+ =1+ =[1;2,2,..]
1++2 9t
V2 -1 1++v2
i
1 1
VE=2+V5-2=2+ =2+ =2+ =[2:4,4,..]
2+5 it 1
V5 —2 245
Bl
14+5 1+5 V5 —1 1 1
=1+ —1=1+ =1+ =1+ =1;1,1,...
2 2 2 1+5 [ ]
V5 —1 2
Ol
V6=2+vV6—-2=2+ =2+ ! =2+ ! =2+ !
V6 + 2 2+x/6+2 ) ) V6 —2
6_2 7 7 T
1 1 1
=24 - =24 - :2+—1:[2;2,4,2,4,...]
2+ 2+ 2 +
2 246 it 1
V6 —2 246
Kirjoitetaan V7 ketjumurtolukuna. Ensinnékin 2 < VT < 3, joten ag = 2. Nyt
1
=V7-2.
N 1
a1 + 1
a9 . 1
as 1
as + —
Nyt
1 VT+2 V742
Vi—2 7—-4 3
Koska
242 V7T+2 342
1< < < <2,
3 - 3 3
saadaan a; = 1. Nyt
1 VT2 VTH2-3 VT
1 3 N 3 -3
ag + ————7—
as +

a4 + —



Kéaannetdan jalleen:

3 _3(WT+1) _VT+1

V-1 -1 2
Arvioidaan: y
2+1 7+1 3+1
1 < =2.
ST ST ST
Siispd ag = 1. Nyt
1 _VIHL V-
12 D)
wr T
a4+ —
Kéannetaén:
2 2VT+1) V741
Vi-1  7-1 3
2+1 _V7+1 3+1
1= < 2.
3 3 ~ 73 °
Siispéd a3 = 1. Nyt
1 VTl VT2
N 13 3
aq 1
a5+—
Kéaannetaan:
3 3(VT+2
— (\[+):\ﬁ+2.
N 7—4
Nyt 4 < /74 2 < 5. Siispi ay = 4. Nyt
1
=VT4+2-4=7-2.
Gt

a6+—

Tamé& on kuitenkin jo ndhty laskettaessa lukua a;. Siispd a5 = a1 ja jakso on 16ytynyt: 1 = a; = a5 =

a9:...,1:a2:a6:a10:...71:a3:a7:a11:... ja4:a4:a8:a12:...
@1l Koska
1
3:3,6,3,6...] =3+ - ,
3
+6+ !
3+ !
1
6+ —

ovat ensimmaiset konvergentit 3, 3 4+ % = % = 3,33,

1 6 19-3+6 63
3+ ——=34+—=—"""—=—=3,316
* 34 1 + 19 19 19 ’
6
Laskimella huomataan, ettd /11 ~ 3,317.
Nyt on siis saatu kaksi desimaalia oikein.
Luvun e ketjumurtoesitys alkaa [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10, .. .]. Pystytdan todistamaan (mut-

ta sitd ei tehdd téssd), ettd luvun e ketjumurtoesityksessi vaihtelevat kaksi perikkiistda ykkostd ja sen
jilkeen aina edellisté parillista lukua seuraava parillinen luku.
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