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Kohderyhmi: ylikoulu ja lukio (kurssi 11)

Esitiedot: Yldkoulussa: murtoluvut, sekaluku, kokonaislukuosa, murtolukujen laskusddnnot, pii, lukios-
sa: Eukleideen algoritmi (7)

Oppitunnin kesto: 75 min/2x45 min, ylidkoulussa 1x45 min.

Oppimistavoitteet: Oppitunnin jilkeen opiskelija tietdd, mikéd on ketjumurtolukuesitys jollekin murto-
luvulle. Opiskelija ymmértiad Eukleideen algoritmin ja ketjumurtolukuesityksen yhteyden (lukio). Liséksi
opiskelija tietdd, etta piin likiarvon voi esittdd muutaman vaiheen ketjumurtolukuesityksena ja, etta piin
tarkka arvo voidaan esittdd erilaisina paattyméattomina ketjumurtolukuesityksina.

Sisalts: Ketjumurtolukuesitykset molempiin suuntiin. Piin ketjumurtolukuesitykset. Yhteys Eukleideen
algoritmiin (lukio).

Toteutus:
Karkea aikataulusuunnitelma:

Oppilaat laskevat ensimmaéiset 3 (tai 4) tehtévaa.

Sen jilkeen teoriaa sanasta ketjumurtolukuesitys sekd muistellaan lukua pii. Piille voidaan esittda
my0s tarkan arvon ketjumurtoesitys.

Lis#iksi lukiossa: Eukleideen algoritmin ja ketjumurtolukuesityksen yhteys, tehtéavit 4(5)-7
Lisdmateriaali: Lopussa olevat ohjelmointitehtavét

Tarkempi tunnin rakenne:

Oppilaat laskevat seuraavat kolme (tai neljd) tehtévad. Tehtédvit ovat ketjumurtoesityksid, mutta
alussa tésté ei vield mainita.

Tehtava 1: Laske

Minké luvun saat?
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Tehtava 2: Laske
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Mink4 luvun saat?

Tehtéva 3: Laske seuraava ja tutki saadun murtoluvun desimaalimuotoa.
1
3+ 1
T+ —
15+ 1

Lisatehtava 4: Jos ehdit tehda tehtévéit 1-3, pohdi seuraavaa tehtaviaa: Miten ldhtisit tekemé&én luvus-
ta % sellaisen esitysmuodon, jollaista oli tehtdvissa 1-37 Esitysmuotoa kutsutaan ketjumurtoesitykseksi.

Opettaja kiy ldpi ketjumurtoesityksen maéritelmén eli, ettd se on luvun esitys muodossa
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missa luvut ag, ag, ... ja by, by, ... ovat mité tahansa (kompleksi)lukuja. Kyseessd on yksinkertainen ket-
Jumurtoesitys, kun luvut a1, a9, ... ovat posititvisia kokonaislukuja, ag on epinegatitvinen kokonaisluku
ja by = by = ... = 1. Téssd voi halutessaan ndyttdid vield jotain esimerkkiéd, kuten vaikka kuvassa

olevaa. Alla oleva kuva on esimerkkiné siité, miten piin tarkka arvo voidaan esittda ketjumurtoesitykse-
néd. (Téassd vol myos opettaja halutessaan ndyttad koodilla piin ketjumurtolukuesitysté tai etsid netisté

muita esitysmuotoja.)
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Kuva 1. Kuva erddsta piin ketjumurtoesityksesta



Seuraavat tehtavét 1ahinna lukioon (kurssi 11): Seuraavaksi oppilaat pohtivat tehtévid 5-7. Tehtdvissi
5 ja 6 on tarkoitus ymmértad yhteys aiemmin opittuun Eukleideen algoritmiin.

Tehtdvd 5: Muodosta Eukleideen algoritmi luvuille 73 ja 27 (suurin yhteinen tekija). Eukleideen
algoritmilla saadaan

73=2-27+19
27=1-19+8
19=2-84+3
8=2-34+2
3=1-2+4+1
2=2-1+0.

Lukujen 73 ja 27 suurin yhteinen tekija on siis 1. Ketjumurtolukuna :

73 1
P _9
27 *
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Huomaatko yhteyden? Mieti, miksi tdméi toimii.
Tehtéva 6: Esitd yksinkertaisena ketjumurtoesityksena luku % kiyttden Eukleideen algoritmia

Tehtévi 7: Esitd v/2 yksinkertaisena ketjumurtoesityksen.
Alla on kaksi Python-kielelld kirjoitettua ohjelmaa. Tee niissd annetut tehtavat.

Ohjelmointitehtiva 1

Tehtava 1: Aja koodi. Tutki mita ohjelma tekee ja miten se toimii.

Tehtava 2: Laske aitemmin materiaalissa kasitellyt murtolukujen
ketjumurtolukukertoimet ohjelmakoodin avulla.

Tehtava 8: Laske ohjelman avulla sqrt(2):n ketjumurtolukuesitys .

7 Ketjumurtolukujen kertoimet laskeva aliohjelma
def kertoimet(a, b):
if b — 0:
return a
else:
print(a//b, "o+, a%b, n/u’ b)
return kertoimet (b, a%b)

# Paaohjelma
osoittaja = 355 # 3141592653
nimittaja = 113 # 10%x9

kertoimet (osoittaja , nimittaja)



Ohjelmointiesimerkkitehtiava 2

Tehtava 1: Aja koodi. Miten koodi eroaa aiemmasta koodista?
# Tehtava 2: Miten lahdekoodia pitaa muuttaa, etta saat laskettua
vielakin tarkemman ketjumurtolukuesityksen piille?
Lisatehtava : Miten toteutat wvastaavan toteutuksen while—silmukalla?
Pohdintatehtava: Mita rajoituksia toteutuksessa on?
Enta mita oletuksia?

import math

def kertoimetListaan(a, b):
if b — 0:
return a
else:
kertoimet .append(a//b)
return kertoimetListaan (b, a%b)

# Paaohjelma
kohdeluku = math. pi
tarkkuus = 15

# Muodostetaan operoitava murtoluku :

osoittaja = round(kohdeluku, tarkkuus)+10**tarkkuus
nimittaja = 10xxtarkkuus
kertoimet = []

kertoimetListaan (osoittaja , nimittaja)

print ("Ketjumurtoluvun_kertoimet:_", kertoimet)

Opettajan esimerkkiratkaisut:

Tehtava 1 esimerkkiratkaisu: Laske. Mink4 luvun saat?
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Tehtéva 3 esimerkkiratkaisu:
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Lisdtehtava 4 esimerkkiratkaisu:

43 13 1 1 1 1
13 13 13 5 L
4 4

Tehtava 6 Esitd ketjumurtoesityksena luku % kiyttden Eukleideen algoritmia
Ratkaisu:

91=1-53+38
53 =1-38415
38=2-15+8
15=1-847
8=1-7+1
7T=7-1+0
91 1
— =1+ i
53 1+2+—1
1
1+1+1
7

Tehtiivi, 7 Esitd /2 yksinkertaisena ketjumurtoesityksens.

Ratkaisu:

Huomataan ensin, ettd on 12 = 1 < 2 ja 22 = 4 > 2. Téten on 1 < /2 < 2, ja luvun /2 kokonaisosa
on 1. Vastaavaa ideaa toistamalla saadaan

1 1 1
V2=1+V2-1=1+ =1+ =1+
1 (V2+1)-1 V2+1
VISl (21 (VE- 1)
=1+ ! =1+ L =1+ !
V214l 2421 T, ]
V2+1
=1 1 =1 1 =1 1 j
- +2+ ! - +2+ ! - +2+ ! -
1+v2-1+1 2+v2-1 9
V2+1
Menetelméd voidaan jatkaa muokkaamalla lauseke v/2 + 1 muotoon 2 + v/2 — 1, josta saadaan jilleen

1
2+ NIEh Siis luvun /2 yksinkertaisessa ketjumurtoesityksessi esiintyy ensin luku 1 ja sitten aina
Jr
lukuja 2.



