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Kohderyhma: Ylakoulun tai lukion lyhyen matematiikan tilasto-opinnot

Esitiedot: Oppilas tuntee suoran yhtélon ja tietdd, ettd kahden pisteen avulla suora voidaan yksiké-
sitteisesti madrittda. Lisdksi hén tietdd itseisarvon késitteen, osaa laskea itseisarvoja ja lukujen toisia
potensseja sekd kiyttdd Geogebraa tai muuta taulukkolaskentaohjelmaa.

Oppitunnin kesto: n. 60 min

Oppimistavoitteet: Oppitunnin jéalkeen oppilas ymmaértas, milld mekanismilla ohjelmat tekevét suoran
sovituksen pistejoukkoon ja hahmottaa, ettd sovite on yksikésitteinen.

Muut tavoitteet: Oppilas osaa tehdé sovitteen jollakin ohjelmistolla. Oppilas osaa hyddyntdd saatua
suoran yhtaléd ennustamiseen.

Sisilto ja toteutus:

e Datan keruu esimerkkiin 5 (5min)

Johdattelu aiheeseen siséltéen tutkimus simulaatiolla (10 min)
Pienimmén neliésumma menetelmén esittely (10 min)
Geogebraharjoitus pienimmén nelidsumman menetelméén (15 min)
Esimerkkejd (n. 20 min)

Kotitehtavin tekoa jos aikaa on jaljella

Oppitunnissa on asiaa aiheen pidempéaénkin késsittelyyn kuin 60 minuuttiin. Opettaja voi halutessaan
painottaa simulaatiojohdattelua enemmaén ja jattdd teoriaosan vdhemmaille, tai kdyda teoriaa huolelli-
semmin ja jattda esimerkkejé kotitehtéviksi, tai soveltaa aikataulua muilla vastaavilla tavoilla.

Datan keruun voi suorittaa oppitunnin aluksi tai valmiiksi etukéteen. Katso kohta [f]

1. MOTIVAATIO

Todellisen maailman ilmicihin liittyy aina satunnaisuutta ja epédvarmuutta. Satunnaisuus voi liittya
esimerkiksi tutkimusasetelmaan, mittausvélineiden tarkkuuteen ja muihin tutkittavan ilmiéiden ominai-
suuksiin. Pienimmdn nelidsumman suora on erds tyokalu tutkia kahden tilastollisen muuttujan vélista
selityssuhdetta. Asetelma on epdsymmetrinen, jossa toinen muuttuja asetetaan selittdviksi muuttujaksi
ja toinen selitettéviksi. Pienimmé&n neliGsumman suoran menetelméssd ideana on sovittaa havantopari-
joukkoon suora, joka edustaa aineistoa “parhaiten”. Menetelmé on térkeéd tilastollisessa paattelyssa, ja
sen avulla voidaan mahdollisesti tehdé ennusteita tutkittavasta ilmiosta.

Erés yksinkertainen esimerkki kahden tilastollisen muuttujan tutkimuksesta voi olla vaikkapa, kuinka
hyvin henkilén kengénnumero selittda henkilon pituutta.

Osoitteesta PHET simulaatio voi tutustua simulaation avulla pienimmén nelidsumman suoran sovitta-
miseen helposti lahestyttévissd visuaalisessa muodossa. Simulaatioon liittyvén johdantotehtdvéin 16ydéat
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kuvasta [II

Y= 000X+ 0.00

Johdantotutkimus 1) Tutki PHET-simulaation avulla millainen
suora “parhaiten” soveltuu kuvaamaan tilastollista aineistoa. Etsi
liukus&datimilld arvot suoran kulmakertoimelle ja vakiotermille.
Tarkista kohdasta “Best-Fit Line”, mitkd arvot parhaiten sopivat
aineistoon, Valitse valikosta

a) pituus vs. kengan numero (“Height vs. Shoe Size”)

b) kulutus vs. palkat (“Spending vs. Salaries”)

c) lampétila vs. leveysaste (Temperature ‘C vs. Latitude ) _
d) lampétila vs. pituusaste (Temperature “C vs. Longitude ) P

¥= ax+b

Pohdi millainen yhteys tutkittavien suureiden vililla on? :

Simulaatio l6ytyy osoitteesta:

https://phet.colorado.edu/en/simulations/least-squares-regression

Kuva 1. Johdantotutkimus PNS-suoraan, linkki simulaatioon PHET simulaatio, josta
kuva on peraisin.

2. PIENIMMAN NELIOSUMMAN MENETELMA

Pyrkimyksend on etsié eli sovittaa koordinaatistoon sellainen suora, joka kuvaa pisteiden sijaintia mah-
dollisimman hyvin. Yksi mahdollisuus on laskea jokaisen pisteen (z,y) etiisyys sovitettavasta suorasta
y-suunnassa ja etsid suoraa, joissa ndmé yhteenlasketut etéisyydet ovat mahdollisimman pienié.

Merkitéaéan parasta sovitettua suoraa y = kx +b. Talloin pisteen (x1,y1) etiisyys suorasta y-suunnassa
on |y1 — (kxz1 + b))

y1 — (kx1 + b)

(:L‘l, kxi+ b)

-0 1 2 3 4SS T8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 207

Kuva 2. Periaatekuva havaintopisteen (z1,y1) etdisyys PNS-suorasta.
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Osoittautuu, ettd on parempi tutkia etdisyyksien nelididen summaa kuin etdisyyksien summaaﬂ Nelio
on my0s aina positiivinen, jolloin itseisarvoja ei tarvita.

Pisteen etiiisyyden nelié on (y; — (kx1 + b)). Paras suora on sellainen, jolle niiden nelididen summa
on pienin. Kuvana tdmaé tarkoittaa etéisyyksistd muodostettujen nelididen pinta-alojen summaa.

Y
10

(:Eb yl)

9

Nelion sivun pituus | 7

8 -
1+ (k‘Tl + b)_»

; N

y=kx+b

(21, kx1 + D)

Nelion pinta-ala

2
3 A= (y1— (k21 + b))
2
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Kuva 3. Periaatekuva havaintopistetta (z1,y1) vastaava etiisyyden nelio.

On olemassa kaavam, joka antaa parhaiten sovitetun suoran kulmakertoimen ja vakiotermin suoraan
pisteiden koordinaateista. Kaavan johtamisessa vaaditaan derivointia, joka siséltyy lukion pitkdin ma-
tematiikkaan ja perusteita kidyda&n myos lyhyen matematiikan valinnaisissa opinnoissa. Jotta kaava ei
nayta kovin pitkalté ja tyoldalta, esitetdén se palasina ja madritellidn ensin muutama apumuuttuja.

Pisteet, joihin suora sovitetaan, ovat (z1,y1), (22,¥2),. .., (Zn, yn) eli n on niiden pisteiden lukuméaa-
ré, joihin suora sovitetaan.

Merkitaan kaikkien pisteiden x-koordinaattien summaa symbolilla D:
D=z1+22+ -+ xp.

Merkitaan kaikkien pisteiden y-koordinaattien summaa symbolilla E:
E=yi+y2+-+yn

Merkitddn kaikkien pisteiden z-koordinaattien nelididen summaa symbolilla F':
F=x?4+a24 - +22.

Merkitéan kaikkien pisteiden z- ja y-koordinaattien tulojen summaa symbolilla G:

G =z1y1 +Z2y2 + - + TpYn.

Naiden summien avulla saadaan laskettua suoran kulmakerroin ja vakiotermi:

k_nG—DE
" nF — D2’
_ FE-DG
- nF -—D?2"

Taté suoraa kutsutaan pienimmdn neliosumman suoraksi eli PNS-suoraksi.

Kaavan kiytto kiisin muuttuu todella tyoladksi, jos havaintoaineisto on mielekkéén kokoinen (eli pis-
teitd on ainakin noin 10). Summien laskeminen on kuitenkin tdysin mekaanista ja tietokone tekee sen
helposti ja nopeasti, vaikka havaintoaineiston koko olisi tuhansia pisteité.

IKatso [diat 79.1 Johdanto lukuun 9: lineaarinen regressio”| tai |[Johdatus tilastolliseen padttelyyn.pdf, luku 9, jotka

yliopistonlehtori Petri Koistinen, Helsingin yliopisto on laatinut vuonna 2013 Matematiikan ja Tilastotieteen laitoksen
kurssia Tilastollinen paéttely I varten.


https://wiki.helsinki.fi/download/attachments/87264111/L9.pdf?version=2&modificationDate=1366984137847&api=v2
https://wiki.helsinki.fi/pages/viewpage.action?pageId=87264111&preview=/87264111/112493986/all.pdf

3. LASKUESIMERKKI JA TILANNE KOLMELLA PISTEELLA

Tarkastellaan tilannetta, jossa suora sovitetaan kolmeen pisteeseen (x1,y1), (22,92) , (23, y3). Pienim-
méan neliosumman menetelmé GeoGebralla. Avaa Geogebra appletti sovelluksessa ja lisdd kaavat joilla
lasket pienimmén neliGsumman suoran kulmakertoimen k ja vakiotermin b. Tarkista ratkaisusi vertaa-
malla Geogebran SovitaSuora-komenolla piirretyn suoran yht&loon.

4. ESIMERKKI: JOUSIVAKIO

Lineaarinen sovitus on keskeinen tyokalu kaikissa kokeellisissa luonnontieteissd. Monissa tilanteissa
kaksi suuretta riippuvat toisistaan lineaarisesti, ja sovitetta voidaan kiayttda ennustamiseen. Toisaalta se,
kuinka tarkkaan havaintopisteet sopivat suoralle, kertoo siitéd, kuinka hyvin tarkasteltu ilmié noudattaa
lineaarista mallia.

Jousi on erds tilanne, jota voidaan tarkastella helposti kokeellisesti ja jossa lineaarinen malli on hyo-
dyllinen. Havaintojen mukaan tyypillisessd jousessa venyttdvd tai puristava voima riippuu lineaarisesti
jousen pituudesta. Téllaista voimaa kutsutaan yleisesti harmoniseksi.

Ohessa on aineisto [Jousidata.xlsx| jossa on tutkittu tiettyéd jousta. Jousi asetettiin roikkumaan teli-
neesta alaspain. Tutkimuksessa jousta venytettiin eri pituuksiin ja venyttdmiseen vaadittu voima mitat-
tiin voima-anturilla. Syntynyt aineisto on liitteena.

(1) Esitd mittausaineisto valitsemallasi ohjelmalla koordinaatistossa siten, etté jousen pituudet ovat
x-akselilla ja niitd vastaavat mitatut venyttavit voimat ovat y-akselilla.
(2) Sovita ohjelmalla mittausaineistoon suora pienimmén nelidsumman menetelmés kiyttéen.

Voidaan todeta, ettd tutkittu jousi kiyttaytyy varsin tarkasti odotusten mukaan ja suora sopii mittaus-
pisteisiin varsin hyvin.
A
Suoran kulmakerroin k = —y. Siten kulmakertoimen yksikoksi tulee nyt N/m, koska y-akselilla on

x
newtoneita ja vaaka-akselilla metreja. Kulmakerrointa kutsutaan jousen jousivakioks: ja se kuvaa, mon-
tako newtonia vaaditaan, jotta jousi venyy metrin lisaé.

(3) Poimi jousivakio sovittamastasi suorasta.
(4) Poimi myos vakiotermi ja paittele sen yksikko.

Sovitesuoraa voidaan kiyttad ennustamaan jousta tiettyyn pituuteen venyttévaa voimaa tai péainvastoin.
Suoraan F' = kx + b sijoitetaan tdlloin tunnettu pituus ja ratkaistaan voima, tai péainvastoin.

(5) Ennusta, millainen voima vastaa jousen pituutta 32 cm.

(6) Ennusta, kuinka pitké jousi on venyttivin voiman ollessa 140 N.

(7) Jousen pituus venyttaméattoméana oli 25,0 cm. Laske, millaista venyttavad voimaa tdmé vastaa
mallin mukaan. Pohdi, mista kertoo, ettd mallin mukaan voima ei ole venyttadméttoméana nolla.

5. ESIMERKKI: KENGANKOOT JA PITUUDET

Kysytédan opiskelijoita (voi kysyé jo edellisen oppitunnin lopussa tai tdmén tunnin alkupuolella, jot-
ta opettaja ehtii valmistella datan taulukkoon) lapulla tai sdhkoiselld kyselykaavakkeella kengénkoko ja
henkilén pituus. Taulukko jaetaan opiskelijoille.

Kysymyksia:

(1) Mik& on pituus kun kengéinkoko on 38?7
(2) Miki on pituus kun kengéinkoko on 427

(3) Millainen kengénkoko on 170 cm pituisella ihmisella?

6. KOTITEHTAVA

Liittend on aineisto Data.txtl, joka simuloitu kiyttden todellisen havaintoaineiston ominaisuksia siten,
ettd simuloitua aineiston voidaan olettaa kuvaavan 78 satunnaisesti valitun miehen pituutta tuumissa ja
4


https://www.geogebra.org/m/rwwrddhe
https://www.geogebra.org/m/rwwrddhe
https://blogs.helsinki.fi/integraalipaivat/files/2023/03/Jousidata.xlsx
https://blogs.helsinki.fi/integraalipaivat/files/2023/03/Data.txt

kengénnumeroa. Ohje opettajalle: Tehtdvin ideana on pohjustaa seuraavaa oppituntia, jossa pohditaan
mallin selitysasteen merkitystd ja poikkeavan havainnon mddritelmdd.

(1) Lataa aineisto taulukkolaskentaohjelmaan.

(2) Piirra aineistosta hajontakuvio (eli kengdnnumerot ja pituudet pistepareina) siten, ettd x-akselilla
on kengdnnumero ja y-akselilla on pituus.

(3) Onko henkilon kengdnnumeron ja pituuden valilla riippuvuutta téssé aineistossa? Vastaa tdhdn
pelkdn hajontakuvion perusteella.

(4) Sovita aineistoon PNS-suora taulukkolaskentaohjelman avulla. Tarkastele saatuja tuloksia.

(5) Onko aineistossa selvisti muista poikkeavia havaintoja?

(6) Jos poikkeavat havainnot poistetaan, kuinka PNS-suora muuttuu?

7. TEHTAVIEN VASTAUKSET
3. Laskuesimerkki:
_3-42-9-10 _35-10—-9-42 7

k= =15, b= =~ ~ 1,17
3.-35-92 3.-35-92 6

4. Jousivakio:
Kohta 3: n. 830 N/m

Kohta 4: n. -200 N

Kohta 5: n. 63 N

Kohta 6: n. 41 cm

Kohta 7: n. 5,1 N. Kyseessd on voima-anturin systemaattinen virhe (anturi nollaamatta)

5. Kengénkoot ja pituudet: Vastaus riippuu aineistosta.

6. Kotitehtava:

Kohta 3: Kylld, suurempi kengdnnumero nayttéaisi tarkoittavan myos pidempéad ihmista.

Kohta 5: PNS-suoran sovituksen perusteella henkild, jonka kengédnnumero on 7,5 ja pituus 96 tuumaa on
poikkeava havainto. Kyseessa lienee mittausvirhe tai tallennusvirhe.

Kohta 6: Kulmakerroin kasvaa ja termi b pienenee. Tdmén lisiksi havaitaan, ettd selitysaste kasvaa
arvosta 0,39 arvoon 0,88 eli selittdméaton osa pituuksien vaihtelusta kengénkoon funktiona pienenee.
Tietenkéddn havaintoja ei voi lahted poistamaan analyysistd mielivaltaisesti, vaan poistoon on oltava aina
painavat perustelut. Téassd tapauksessa 96 tuumaa eli 254 cm on niin poikkeava pituus, ettd kyseista
havaintoa voidaan pitda epaluotettavana ja poistaa sen vaikutus mallista.
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