Ratkaisuehdotus 2. kurssikokeeseen 14.12.2012

(ratkaisuehdotus paivitetty 23.10.2017)

Huomioitavaa:

Tassa ratkaisuehdotuksessa olen pyrkinyt mainitsemaan lauseen, johon
kulloinenkin paatelma vetoaa. Nain on helpompi ”jaljittaa” teoreettinen
perustelu paatelmalle. Varsinaisessa koevastauksessa ei tietenkaan edellyteta
lauseiden numeroiden muistamista ulkoa, mutta lauseiden sisalto olisi hyva
hallita ja varsinkin keskeiset lauseet* olisi hyva muistaa ulkoa.

Derivaatan merkkikaavio nojautuu pohjimmiltaan lauseisiin 4.10 ja 4.25 (seka
mahdollisesti Bolzanon lause 3.40)

Toisen tehtavan vastauksesta tuli pitkahko. Esimerkiksi tyyppia

A S | : : 0
lim - ja lim - olevat raja-arvot voidaan olettaa tunnetuiksi ilman
x—-0+ X x—-0-—X

. .1 L. 1
todistusta (ts. lim == oo ja lim == —o0).
x—-0+ X x-0—X

Tehtdvassa 4 esiintyvda eksponenttifunktiota ei ole viela kasitelty.

* Esimerkiksi luentomateriaalin lauseet:

Laskulauseet lukujonoille/funktioille (Lause 2.14/Lause 2.35)

”Raja-arvon/jatkuvuuden/derivaatan olemassaolo ja toispuolinen raja-arvo/jatkuvuus/derivaatta”
(Lause 2.53/Lause 3.7/3.22)

Kuristusperiaate jonoille/funktioille (Lause 2.20 /Lause 2.44)

”Jatkuva funktio suljetulla valilla” (Lause 3.43)

Viliarvolause (Lause 3.47)

"Derivaatta ja monotonisuus” (4.10)

Aariarvotesti Il (Lause 4.27)

+ Jatkuvuuden todentaminen (Lauseet 3.8 ja 3.11)



1. Mé&arita funktion f(x) = x* — 2x3 lokaalit dariarvot, kuperuussuunnat ja
kaannepisteet.

Ratkaisu. Lokaalin dariarvonkohdan valttamattémana ehtona derivoituvalle
funktiolle on funktion derivaatan haviaminen tassa kohdassa (Lause 4.20). Silla f on
polynomifunktiona kaikkialla derivoituva, tutkitaan siis derivaattafunktion
nollakohtia koko maarittelyjoukossa. Olkoot x € R.
ffx)=0o 4x3—6x2=0x*4x—6)=0 x>=0 tai 4x—6=0
_ 3
& x=0taix ==
2
Olemme saaneet kaksi kandidaattiax = 0 jax = %Iokaaleiksi aariarvokohdiksi.

Piirretdaan derivaatan merkkikaavio (laske f:n arvo jokaiselta valilta, tutki etumerkki):

f’(X) ------------ +++++
f(x) -

3
x=0 X ==
2

Merkkikaaviosta ndhdaan, ettei x = 0 voi olla lokaali dariavokohta (Lauseen 4.10

nojalla tiedetaan, etta f vaheneva pisteen 0 kummassakin toispuolisessa pienessa

ympadristossa). Talldin f:n ainoa lokaali dariarvo on lokaali minimi f (E) =-7

(Adriarvotesti | eli Lause 4.25).

Funktion kuperuussuuntien ja kddnnepisteiden selvittamiseksi tutkitaan toisen
kertaluvun derivaattafunktion kayttaytymista.

fl(x)=012x>-12x=012x(x—1) =0 12x =0 taix—1=0

© x=0taix=1

f" +H+++++ | oo +4++++
f:n kuperuus ~_ — ~_
x=0 x=1

Huomataan, ettd kohdissa x = 0 ja x = 1 funktio f'' muuttaa merkkidan. N&in ollen
lauseen 4.18 perusteella ndma ovat funktion f kddannekohdat. Naita vastaavat

kaannepisteet (0, f(0)) = (0,0)ja (1, (1)) = (1,-1).

Funktio f kuperuussuunnat nahdaan kaaviosta, mutta vield tarkemmin lauseen 4.17
nojalla: f on vahvasti konveksi vileilld | —o0, 0] ja [1, o[ ja f on vahvasti konkaavi
valilla [0,1].



X

2. Tutki funktion f(x) = Z—
]—o0, 1[? Enta valilla |1, oo[?

monotonisuutta eri valeilla. Mita arvoja f saa valilla

Ratkaisu. Huomataan, etta f on maaritelty joukossa R\{1}, joten f on
rationaalifunktiona jatkuva tassa joukossa. Tutkitaan funktion f monotonisuutta
derivaattafunktion avulla (erityisesti lause 4.10). Ratkaistaan derivaatan
nollakohdat. Olkoot x € R\{1}.

,()—D(x)(x3—1)—D(x3—1)X_x3—1—3x3_ 1+ 2x3
Feo= & - 12 R G
osoittaja nolla 3 1 1
Fl(x)=0 = 1+2x*=0ex= 277,

Derivaattafunktiolla on vain yksi nollakohta, joten itse funktio voi vaihtaa
etumerkkidan enintdan kerran (Bolzano). Etumerkin maaraa osoittaja —(1 + 2x3),
silla nimittaja on lausekkeessa aina positiivinen. Saadaan:

1 1
"(x) = 0,kaikillax < —— ja f'(x) <0, kaikillax #1ljax > ——
f'(x) 7 ) f'(x) J 5

Selvasti f' ei ole vakiofunktio milldan maarittelyjoukkonsa valilla. Lauseen 4.10

nojalla f on aidosti kasvava valilla ]—00, —3—] ja f on aidosti vaheneva valeilla

2
[—%,1[ ja 11,00].

Kuvajoukkojen f(]—oo,1[ ) ja f(]1, o[ ) selvittamiseksi tutkitaan funktion arvoja
lahestyttdessa pistettd 1 oikealta ja vasemmalta seka aarettomyyksia. Olkoot x kyllin
iso (esim. |x| > 1). Talldin voidaan muokata f:n lauseketta:

5 1 1
x — —
X x2 x2 X—too 0

Saadaan siis lim f(x) = lim f(x) = 0.
X—00 X—>—00

Viela tulisi selvittaa toispuoliset raja-arvot: lim f(x) ja lim f(x)
x—1- x—-1+



” ”

1 o
Heti nahdaan, etta raja-arvot eivat ole muotoa =", vaan ”5”' Karkeasti arvioiden

nimittaja lahestyy siis nollaa, joten raja-arvot Iahestyvétjompaakumpaa
aarettomyytta. Taman voisi osoittaa vahan tarkemmin:

Oletetaan, etta x kuuluu pisteen 1 vasemman- tai oikeanpuoleiseen ymparistoon,
joka on kyllin pieni (ts. nolla ei kuulu tahan ymparistdon):

-1
xll)ranr o 11m+ x3 hm (g f)(x), missa g(x) == ]a flx) =

*1 *2
hm 1 (g° () E hm glx) = llrgl % 2 - (siis lir1n f(x) = —0)

- x—-1—
x1 %3
1 .. : _

llm (g )= 11m glx) = 11%1+; = o (siis XIEPJ,f(x) = 0)
Yhteenveto: Vililld |—oo, 1], f:1l4 ei ole olemassa pieninta arvoa, silla
lim f(x) = —oo, mutta suurin arvo saavutetaan monotonisuus tarkastelujen

x—-1-—

nojalla kohdassa x = —3—, joten f:n suurin arvo valilla on f( \/_) 0,53.

\/_
Siten f:n jatkuvuuden nojalla®: f(]—oo,1[) = ]—OO,f (— 3—\}5)]

Valilld ]1, o], f:113 ei ole olemassa suurinta arvoa, silla llI{l f(x) = oo. Koska f on
x—1+

aidosti vaheneva vililla ]1, oo, niin pienintd arvoa lim f(x) = 0 ei saavuteta.
X—00

Siten f:n jatkuvuuden nojalla: f(]1,00[ ) = ]0, oo].
1. Muotoiltu versio lauseesta 2.56 (Yhdistettyjen funktioiden raja-arvo tosipuolisille raja-arvoille)

2. lim = = oo. Todistus (Katso ensin maaritelma 2.34(iii)):

x-0+ X
Olkoot M > 0. Valitaan 6 > 0 siten,etta § = % % = M.Talloin, patee:
B 1 1
Jos 0 < x < §,niin myos patee f(x) = 75" M. O
3. 1iI(‘€1 % = —oo. Todistus (Katso ensin maaritelma 2.34(iv)):
x—0—
Olkoot m < 0. Valitaan § > 0 siten,ettda 6 = —i = —% = m.Talléin, patee:

1
Jos — & < x < 0,niin myos patee f(x) = p < -

1 T&ta ei voi suoraan perustella lauseella 3.43, silla kyseessa on avoin vili. Yksi mahdollisuus olisi osoittaa tdma Bolzanon lauseeseen perustuvalla
tarkastelulla luentomonisteen esimerkin 3.42 tyyliin. Tama olisi turhan monimutkaista, joten voisi riittda paatella:

—o0 = 11m f(x)<f(x)<f( —) ~ 0,53 kaikilla x € ]—oo, 1[.

Koska f on jatkuva, niin se saa kaikki arvot talta valilta ]—w,f (— Slﬁ)]



3. Maarita funktion f(x) = |x3| — x2 suurin ja pienin arvo vililla [-1,2].

Ratkaisu. Funktio f on jatkuva funktio, silla se on summafunktio kahdesta jatkuvasta
funktioista. Tarkemmin: x = |x3| on jatkuva yhdistettyna funktiona polynomi ja
itseisarvofunktiosta ja x = —x? on polynomifunktiona jatkuva. T&ll6in (lauseen 3.43
nojalla) f:lla on olemassa suurin ja pienin arvo suljetulla valilla [—1,2]. Adriarvot
loytyvat valin paatepisteista, derivaatan nollakohdista tai epaderivoituvuuskohdista.

3 2
: . x°—x% kunx =0
Itseisarvon madaritelman perusteella f(x) = { 3 )
—x° —x°, kunx <0

Ainut mahdollinen kohta, missa f ei ole derivoituva on origo. Taman voisi tarkistaa
erotusosamaaraa tarkastelemalla®, mutta helpommalla paastaan ottamalla origo
suoraan mukaan aariarvo tarkasteluihin. Derivaatan nollakohdat:

3x% —2x, kunx >0
—3x%2—-2x, kunx <0

Feo =

3x2—=2x=0 x(3x—2)=0 x#0 3x —2 =0
3x2—2x=0 x(=3x—2)=0  —3x—2=0

Aariarvot l6ytyvat siis joukosta {f(—l),f(Z),f(O), f (%) f (— E)

3

Joukon pienin alkio —% on f:n pienin arvo kysytylla valilla ja joukon suurin alkio 4 on

—+
S X =
3

}=

f:n suurin arvo kysytylla valilla.

* fon itseasiassa derivoituva origossa (Lause 3.22):

0O+h)—f(0 h3 — h?
limf( ) f()zlim = lim h2—h=0
h—0+ h h-0+ h h—0+

0+h) —£(0 —h3 — h?
limf( ) f()=lim—=lim —h®—h=0

h—0— h h—-0— h h—-0-




4. Olkoon f(x) = e~3*. Osoita viliarvolauseen avulla, ett3

fO)—fx) <3(x—y),

kun x >y > 0. Tutki, onko olemassa sellaista vakiota a, ettd epdyhtalo
f(y) — f(x) < a(x — y) pitee ainakun 0 > x > y.

Ratkaisu. Kertaa valiarvolause (Lause 3.47)!

Tehtavan kuvaus on yhdistettykuvaus eksponenttifunktiosta ja polynomifunktiosta.
Tama on koko reaalilukujen joukossa jatkuva ja derivoituva kuvaus. Valiarvolauseen
oletukset ovat siis voimassa mielivaltaisella suljetulla valilla.

Olkoot x > y > 0. Nyt, véliarvolauseen mukaan on olemassa & € |y, x| siten, etta
fOO-fMN=fOx-y) & f)-f@)=-3e3(x~-y)
& f)-f)=3e*¥x~-y)

Nyt voidaan arvioida: f(y) — f(x) =3 e:jj (x—v)<3e’(x—y)=3(x—y)
€loil >0

Olkoot 0 = x > y. Osoitetaan, etta kysyttya vakiota a ei ole olemassa, hakemalla

ristiriita vastaoletuksesta. Oletetaan, ettd on olemassa a € R, siten ettad tehtdvan

epayhtild patee. Tehdddn huomio: f(y) — f(x) = e™3Y — e™3* > (0 ja toisaalta

(x —y) > 0, joten tulee olla a > 0. Valitaan x = 0 ja paatellaan:

—ay>0 -
y e 3V -1

fOHO-f0)<al0-y) & e¥-1<-—a S ——ay<1
v g . e 3 —1 e 3y 1 y»-
Mutta epdyhtalon vasenpuoli: = +———>o0+0=0

—ay —ay ay

Olemme johtaneet ristiriidan (oo < 1”), joten vastaoletus epatosi, eli ei ole
olemassa vakiota g, jolla tehtavan epayhtal6 patisi. Huomaa, etta raja-arvon
ottaminen perustelaan oletuksella siita, etta epayhtdlon tulee patea kaikilla y < 0.

s . . e™3y 1 . e37 1)\ &
Perustelu viimeiseen raja — arvoon: lim ( + —) = lim (— - —) S00—-0=o
y—>—o00 \ —ay ay Z—oo \ Az az

*”Eksponenttifunktio kasvaa oleellisesti nopeammin kuin mikdan potenssifunktio.”



