Matemaattisen analyysin

tukikurssi
1. Kurssikerta (16.9.2019)



Yleista



Tukikurssista

1. periodi: maanantaisin klo 14:15-15:45 huoneessa SH2 yht. 5 kertaa.
Tenttiviikolla ei tukikurssia.

2. periodin ajat selviaa myohemmin, yht. 7 kertaa.

Kurssin kotisivu https://blogs.helsinki.fi/kkuuskos/.

Kurssikertojen rakenne: ensin viikon asioiden kertaus, lopuksi laskarivinkkeja.

Kysymyksien esittaminen suotavaa milloin vain, myos etana!

Palautelomake + presemo loytyy kotisivulta.


https://blogs.helsinki.fi/kkuuskos/

Yliopistomatematiikan opiskelu

Varaa riittavasti aikaa.
Pyri tekemaan kaikki laskarit.
Selvita intuitio yhtaloiden takana.

Ali luovuta.



Lisaapua analyysiin

- Tukikurssimonisteet tukikurssin kotisivulta.

- Khan Academy https://www.khanacademy.org, etenkin Calculus 1 ja 2.

- Googlaa! — ei kopiointiin, vaan inspiraatioon.

- StackExchangen Maths-osio https://math.stackexchange.com

- Edistyneempaa? https://www.youtube.com/3blue1brown Essence of Calculus

Laskareiden teko yhdessal!


https://www.khanacademy.org
https://math.stackexchange.com
https://www.youtube.com/3blue1brown

Apuvalineita analyysiin

- MAOL-taulukkokirja laskusaantoja varten

- Symbolinen laskin (esim. TI-Nspire CX CAS)

- Symboliseen laskentaan Symbolab https://www.symbolab.com

- Laajemmin matematiikkaan Wolfram Alpha https://www.wolframalpha.com

- Kappyranpiirtoon Desmos https://www.desmos.com/calculator

- Matriisilaskuihin (tulevilla kursseilla) Matrixcalc https://www.matrixcalc.org/en

HUOM kuitenkin, etta tentissa laskimeton, MAOL.iton osio!


https://www.symbolab.com
https://www.wolframalpha.com
https://www.desmos.com/calculator
https://www.matrixcalc.org/en

Tehtavanratkaisusta

Merkitse aina kayttamasi lause, saanto, aksiooma, aiemmin osoitettu tulos jne.!

Yleisimmissa laskusaannoissa riittanee maininta “tunnettu”, “MAQOL” tjsp. Tallainen
voisi olla esimerkiksi (a+b)*2 = a2 + 2ab + b”2.

Vahankaan erikoisimmissa asioissa kannattaa aina viitata materiaalin lauseisiin
numerolla. Perusperiaatteena se, etta jos lause materiaalista l0oytyy, viittaa siihen.

Asiat, joita ei kurssin materiaalista 10ydy tai jotka eivat ole “yleisesti tunnettuja”,
tulee perustella erikseen. Viittaukset ulkopuoliseen materiaaliin eivat riita.



Yhtalonratkaisusta

- Pelkka allekkain kirjoittaminen ei riita — perustele sanoin tai nuolilla.

- Kaikkea ei voi ratkaista nuolilla!

- Selva suomen kieli >>> nuolet ja hienot merkit.

- Tavalliset ensimmaisen ja toisen asteen yhtalot saa ratkaista kuten lukiossa.



Joukko-oppia pikana

JYMin moniste: https://courses.helsinki.fi/sites/default/files/course-material/4540840/JY Mmoniste.pdf



https://courses.helsinki.fi/sites/default/files/course-material/4540840/JYMmoniste.pdf

Joukko-opin perusteet

Joukko on yksinkertaisesti kokoelma sen jasenia, eli alkioita.

Esimerkiksi elainten joukko sisaltaa lehman ja kanan, ja matemaatikkojen joukko
Leonhard Eulerin ja Okko Kanervan. Jokainen alkio on siis “uniikki”.

Jos alkio x kuuluu joukkoon A, voidaan merkitd: = € A
Joukko voidaan maaritella esimerkiksi:

- Luettelemalla sen jasenet, jarjestyksella ei valia A ={-2,-1,0,1,2}

- Kertomalla jonkin saanto, jota alkiot noudattavat 4 — (€Z|-2<2<2)
Yleisesti saanto merkitaan siis: = —_

{alkioiden tyyppi | ehto, joka alkioilta vaaditaan}



Joukko-oppia: osajoukot

Maaritelma 1.4.1. Joukko A on joukon B osajoukko, jos kaikilla x € A patee myos
x € B. Télloin sanotaan, ettd A sisdltyy joukkoon B, ja merkitiin A C B. Merkinti
A ¢ B tarkoittaa, ettd A ei ole joukon B osajoukko.

Maaritelma 1.6.1. Joukot A ja B ovat samat, jos niissd on tdsmalleen samat alkiot eli
kaikilla alkioilla x péitee seuraava: x € A, jos ja vain jos x € B. Téalloin merkitiddn A = B.

Maaritelmat JYMin kurssimateriaalista, © Lotta Oinonen



Joukko-oppia: operaatioita

Maaritelma 1.2.1. Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Joukkojen A ja B

— yhdiste on joukko AUB ={z|x € Ataix € B},

— letkkaus on joukko ANB={z|x€ Ajax € B},

— erotus on joukko AN B={zx|x € Ajax & B}.
Merkintd A ~\ B luetaan ”A pois B”.

Maaritelma 1.3.1. Tyhja joukko tarkoittaa joukkoa, jossa ei ole yhtaan alkiota. Tyhjaa
joukkoa merkitdan symbolilla () ja joskus myos merkinnélld { }.

Maaritelmat JYMin kurssimateriaalista, © Lotta Oinonen



Joukko-oppia: erityisia lukujoukkoja

Esimerkki A.2 (Erityisid joukkoja).
() = joukko, jossa ei ole alkioita, tyhji joukko;
N ={1,2,3,...}, luonnolliset luvut;
No ={0,1,2,3,...}, luonnolliset luvut seké 0:
Z={...,-3,-2,-101,23,...}, kokonaisluvut;
Q={.|p€Z q€Z q#0}, rationaaliluvut
(voidaan ilmaista myds esim. {z | z = 5 joillekin pe Z ja g € Z se. ¢ #0 });
R, reaaliluvut;
C={a+ib|a,be R}, kompleksiluvut (missi i on imaginaariyksikko: i = —1).

Kompleksilukuja ei juurikaan kasitella taloustieteen kandiohjelmaan sisaltyvilla
kursseilla, muut kannattaa osata ulkoa. Taulukko peraisin analyysin monisteen
liitteesta A.



Joukko-oppia: valien merkitseminen

Maaritelma 1.4.8. Oletetaan, etté a ja b ovat reaalilukuja ja a < b. Talloin mééaritelladn
avoin vali |a, b[, suljettu vili [a, b] sekid puoliavoimet vilit [a, b] ja |a, b] seuraavasti:

la,b|={z€R|a<zxz<b} [a,b] ={zeR|a<x<b}
[a,b[={xeR|a<z<b} la,bj={xeR|a<xz<b}

Maaritelmat JYMin kurssimateriaalista, © Lotta Oinonen




Joukko-oppia: rajattomat valit

Symbolien o ja —oo avulla voidaan osoittaa, etta vali on rajaton. Rajattomat valit maaritel-
laan seuraavasti:

Maaritelma 1.4.9. Oletetaan, etta ¢ on reaaliluku. Talloin
|—oo,cl={zeR|z<c} Je,oo[={z€eR|z>c}

|—o0,cl ={zeR|xz<c} [c,oo[={z€eR|z>c}

Maaritelmat JYMin kurssimateriaalista, © Lotta Oinonen



Logiikka ja todistustekniikka



Merkintoja (“loogiset konnektiivit”)

Analyysin kurssimateriaalista:

ilmaus “kaikille 7 lyhennetdin ‘Vz’,

(1-10) . .. es s -
ilmaus “on olemassa z” lyhennetédin ‘Jz’.
(1.11) ilmaus “p ja ¢” lyhennetiddn ‘p A ¢,

ilmaus “p tai ¢” lyhennetdin ‘p V ¢q'.



Implikaatio & ekvivalenssi

Implikaatio: Ekvivalenssi:

a=b a<b

“Jos a, niin b” “a jos ja vain jos b”

‘b seuraa a:sta” “b seuraa a:sta, ja a seuraa b:sta”

“a on riittava ehto b:lle”

“b on valttamaton ehto a:lle”

Ole varovainen ekvivalenssien kaytossa! Jos ei ole tarvetta kayttaa ekvivalenssia, kayta implikaatiota. Jos
ekvivalenssia on kuitenkin pakko kayttaa, tarkista etta vaite patee molempiin suuntiin!



Matemaattinen todistaminen

1.

Vaitteen kumoaminen vastaesimerkilla
o Etsi yksikin tapaus, joka on ristiriidassa vaitteen kanssa. Talloin vaite on epatosi.
“Jos a niin b” -vaitteen suora todistaminen
o Oletetaan, etta a patee, ja paatellaan esimerkiksi laskusaantdja ja lauseita kayttaen, etta
talloin myos b patee. Talloin on osoitettu, etta vaite on tosi.
“Jos a niin b” -vaitteen kontrapositiotodistus
o Todista vaite “Jos ei b, niin ei @”! Voi vaikuttaa oudolta, mutta perustuu logiikkaan!
“a jos ja vain jos b” -vaitteen suora todistaminen
o Tehdaan samoin kuin 2-kohdassa, mutta molempiin suuntiin!
Kaikenlaisten vaitteiden epasuora todistaminen (ristiriitatodistus)
o Oletetaan, etta vaite ei pade. Johdetaan tasta ristiriita jonkun oletuksen, aksiooman, lauseen
jne. kanssa. Talloin vaitteen on padettava!

Matemaattinen induktio



Induktio: yleisperiaate

Tapa todistaa matemaattisia vaitteita, joissa vaitetaan jonkin asian patevan kaikilla
luonnollisilla luvuilla.

1)
2)
3)
4)
5)

Osoitetaan, etta vaite patee joukon ensimmaisella alkiolla, yleensa siis 0 tai 1
Oletetaan, etta vaite patee yleisesti luvulla n (induktio-oletus)

Vaitetaan, etta vaite patee myos seuraavalla luvulla n+7 (induktiovaite)
Kaytetaan induktio-oletusta induktiovaitteen todistamiseen

Talloin vaite patee luvulla 0, ja sita seuraavalla, ja sita seuraavalla jne... , eli
on todistettu etta vaite patee kaikilla luvuilla nollasta aarettomaan!



Induktio 1: alkutapaus

nin+1) . .
Tehtava: Osoita, ettavaite 0+1+2+---+n = ( 2+ ) patee kaikilla n € Ny




Induktio 1: alkutapaus

1
nn+1) siee kaikila n € No

Tehtava: Osoita, ettavaite 0+1+2+---+n =

Alkutapaus: Naytetaan, etta vaite patee lukujoukon Ny ensimmaisella alkiolla, siis

luvulla 0.



Induktio 1: alkutapaus

1
Tehtava: Osoita, ettavaite 0+1+2+---+n = n(n2+ ) patee kaikilla n € Ny

Alkutapaus: Naytetaan, etta vaite patee lukujoukon Ny ensimmaisella alkiolla, siis
luvulla O.

Osoitetaan, etté véite pétee, kun n = 0. (alkutapaus)
0-(0+1)
2

) =



Induktio 1: alkutapaus

1
Tehtava: Osoita, ettavaite 0+ 1 4+2+---+n = n(n+1)

patee kaikilla n € Ny

Alkutapaus: Naytetaan, etta vaite patee lukujoukon Ny ensimmaisella alkiolla, siis
luvulla O.

Osoitetaan, etté véite pétee, kun n = 0. (alkutapaus)

0-(0+1) 0

0= =0===0=0
2 2




Induktio 1: alkutapaus

1
Tehtava: Osoita, ettavaite 0+1+2+---+n = n(n2+ ) patee kaikilla n € Ny

Alkutapaus: Naytetaan, etta vaite patee lukujoukon Ny ensimmaisella alkiolla, siis
luvulla O.

Osoitetaan, etté véite pétee, kun n = 0. (alkutapaus)

0-(0+1 0
(2+ ):>O:§:>O:O

... Joka on selvéstikin tosi.

) =



Induktio 2: induktio-oletus

1
Tehtiva: Osoita, ettd vaite 04+ 1+ 2+ - + 1 = ”(”; ) pitee kaikillan, € N

Seuraava askel on tehda induktio-oletus. Oletamme siis, etta vaite patee kaikilla
luvuilla n = k. Kaytannossa tama ei tarkoita muuta kuin tehtavassa annetun
vaitteen kirjoittamista n:t muutettuna k:iksi, ja sen merkitsemista
induktio-oletukseksi (10).



Induktio 2: induktio-oletus

1
Tehtiva: Osoita, ettd vaite 04+ 1+ 2+ - + 1 = ”(n; ) pitee kaikillan, € N

Seuraava askel on tehda induktio-oletus. Oletamme siis, etta vaite patee jollakin
luvulla k. Kaytannossa tama ei tarkoita muuta kuin tehtavassa annetun vaitteen
kirjoittamista n:t muutettuna k:iksi, ja sen merkitsemista induktio-oletukseksi (10).

Induktio-oletus: Oletetaan, etté véite patee kaikilla n = k:

k1) O

0+ 142+ +k=——



Induktio 3: induktiovaite

1
Tehtiva: Osoita, ettd vaite 04+ 1+ 2+ - + 1 = ”(”; ) pitee kaikillan, € N

Nyt paastaan varsinaiseen tyohon. Tehdaan induktiovaite, eli vaitetaan, etta
annettu vaite pitaa paikkaansa myos kaikilla luvuilla k + 1. Kaytannossa siis nyt
sijoitetaan tehtavan n:ien paikalle k+1:



Induktio 3: induktiovaite

1
Tehtiva: Osoita, ettd vaite 04+ 1+ 2+ - + 1 = ”(”; ) pitee kaikillan, € N

Nyt paastaan varsinaiseen tyohon. Tehdaan induktiovaite, eli vaitetaan, etta
annettu vaite pitaa paikkaansa myos kaikilla luvuilla k + 1. Kaytannossa siis nyt
sijoitetaan tehtavan n:ien paikalle k+1:

Induktiovéite: vaite patee kaikilla luvuilla k + 1 induktio-oletuksen patiessa:

(k + 1)((k + 1) + 1)
2

O4+1+2+ - +k)+(k+1)=



Induktio 4: induktiovaitteen osoittaminen todeksi

1
Tehtava: Osoita, et vaite 04+ 1 +2 4 -+ +n = n(”; ) pitee kaikillan € Ny

Ajatuksena on tasta lahtien pyoritella induktiovaitetta kunnes se saadaan
sellaiseen muotoon jossa voimme esimerkiksi sijoittaa induktio-oletuksen

yhtaldon.



Induktio 4: induktiovaitteen osoittaminen todeksi

1
Tehtava: Osoita, et vaite 04+ 1 +2 4 -+ +n = n(”; ) pitee kaikillan € Ny

Ajatuksena on tasta lahtien pyoritella induktiovaitetta kunnes se saadaan
sellaiseen muotoon jossa voimme esimerkiksi sijoittaa induktio-oletuksen

yhtaldon.

O+142+-+k) + (k+1)



Induktio 4: induktiovaitteen osoittaminen todeksi

1
Tehtiva: Osoita, ettd vaite 04+ 1+ 2+ - + 1 = n(”; ) pitee kaikillan € Ny

Ajatuksena on tasta lahtien pyoritella induktiovaitetta kunnes se saadaan
sellaiseen muotoon jossa voimme esimerkiksi sijoittaa induktio-oletuksen

yhtaldon.

Esimerkissamme tama on helppoa, silla induktio-oletuksen voi sijoittaa heti
induktiovaitteen vasemmalle puolelle:

10 k(k+1)

— + (k+1)

O+1+2+-+k)+(k+1)



Induktio 4: induktiovaitteen osoittaminen todeksi

1
Tehtava: Osoita, et vaite 04+ 1 +2 4 -+ +n = n(”; ) pitee kaikillan € Ny

Ajatuksena on tasta lahtien pyoritella induktiovaitetta kunnes se saadaan
sellaiseen muotoon jossa voimme esimerkiksi sijoittaa induktio-oletuksen

yhtaldon.

Ja pienella pyorittelylla (MAOL auttaa naissa):

E+1)((k+1)+1)
2

O+ 1424+ k) + (k1) 2 BELSD

F ka1 =



Induktio 5: viimeistely

1
Tehtava: Osoita, et vaite 04+ 1 +2 4 -+ +n = n(”; ) pitee kaikillan € Ny

Olemme nyt siis osoittaneet induktiovaitteen todeksi, jos induktio-oletus on tosi:

O+1+2+ 4k + (k1) = EFNEFDED




Induktio 5: viimeistely
n(n+1)

Tehtava: Osoita, etta vaite 0 +1+2+--- +n = patee kaikillan € Ny

Olemme nyt siis osoittaneet induktiovaitteen todeksi, jos induktio-oletus on tosi:

(k+1)((E+1)+1)
2

O4+14+2+ - +k)+(k+1)=

Véite on tosi, kun n = 0. Vaite on myds tosi kaikilla n = k + 1, ehdolla ettd myds
véite n = k on tosi. Siten induktioperiaatteen nojalla véite on tosi kaikilla n € Ny

[]



Induktio: merkinnoista

Tapana on kayttaa vaitteelle merkintana jotakin aakkosta. Vaite p, joka koskee
lukuja n, merkittaisiin siis p(n).

Alkutapauksen n = 0 voi siten merkita p(0)

Induktio-oletuksen n = k voi merkita p(k)

Induktiovaitteen n = k+1 voi merkita p(k+1)

Lopullisen perustelun vaitteen paikkansapitavyydelle voisi siis ilmaista myos:

‘p(0) patee. Myds p(k+1) patee ehdolla etta p(k) péatee. Siten induktioperiaatteen
nojalla p(n) patee kaikilla n € Ng“



Maaritelmia



Kuvaus eli funktio

Kuvausta eli funktiota f joukolta A joukolle B merkitaan f: A — B

Joukkoa A kutsutaan /ahtéjoukoksi tai méarittelyjoukoksi
Joukkoa B kutsutaan maalijoukoksi

Esimerkiksi: f: A — B, jossa A=R,B=Rja f(x) =2z + 1

f on siis kuvauksen “nimi”, ja kuvauksen varsinainen maarittely tehdaan kertomalla
lahtojoukko, maalijoukko seka kuvauksen maarittava lauseke. Huomaa
merkintojen f ja f(x) ero: f viittaa itse kuvaukseen, f(x) sen arvoihin!

Merkinnan f(x) = 2z + 1 sijasta voidaan kdyttad myos merkintdd x — 2x + 1



Itseisarvo

Maaritelma

(1.26)

Lause 1.28 (Itseisarvon ominaisuuksia).

(6)

|lzy| = |z| ly| kaikille z,y € R.

|2| = 2 kaikille z € R ja kaikille y € R\ {0}.

lyl
|z| > 0 kaikille x € R, ja lisiksi |z| =0 < z=0.
Oletetaan, etti a > 0? ja etti xo € R. Tilldin
|z] <a <= —-a<z<a,
|z| <a <= —-a<z<a,
—

|z — zo| < a

|z —zo| <a <= zp—a <z < 29+a.

|z +y| < |z|+ |y| kaikille z,y € R.

llz] = yl| < |z —y| kaikille z,y € R. 1°

To—a < < x9+a,




Epayhtild
Lause 1.23. Oletetaan, etti a,b,c,d € R ja samoin z,y € R. Silloin

g
(1) — a+b<c+d.
b<d
(2) Jos ¢ >0, niin
a<h => ge<be, itse asiassa a<b < ac<bec.
(3) Jos taas ¢ < 0, niin
a<b = ac> be, itse asiassa a<b &> ac> be.

(4) Jos a >0, niin

a a g r Yy
Oy = —>— ja LY & —&—,
r oy a a



Potenssit ja yhtalot

Lause 1.38  Oletetaan, etti x € R ja y € R ovat molemmat epinegatiivisia (> 0)
tai molemmat epdpositiivisia (< 0). Silloin pdtee ekvivalenssi

=y & z2=19>2.



Analyysiin: Raja-arvo



Lukujono

Lukujono on kuvaus f:N - R, f(n) = a,, missasiisn €N
Esimerkiksi kaavalla a,, = 2n mdadritelty lukujono:
(2,4,6,8,10,...) on parillisten lukujen jono.

Lukujonon n:s jasen on arvo a,, eli esimerkiksi ylld olevassa jonossa 4. jadsen on
a4 = 8.

Lukujonoa itseddn merkit@&n yleensd seuraavasti:

(an) tai (ap)n=1 tai (ap),eN tai (ai,apas,ag,..)

Lukujonosta voidaan muodostaa osajono. Tdma on mikd tahansa jono, mikd
"poimii kasvavassa jarjestyksessd” alkuperdisen jonon jasenid.

Jonon (a,)»=, 0sajono on jono (a,,)iZ;, kunhan jono (ny4,n,, ...) on aidosti kasvava

Esimerkiksi lukujonon (a,,) = (1,2,3,4,5,6, ...) er@s osajono on parittomien lukujen
jono (a) = (1,3,5,7,9, ...), joka on madritelty kaavalla: a,, = a;, missé i on pariton



Rajatta kasvaminen ja vaheneminen 1

Maaritelma 2.2. Lukujono (a,) kasvaa rajatta, jos sen jasenet lopulta ylittavét
kaikki rajat: aina kun M > 0, on olemassa sellainen indeksi n,; € N, etta

(%) n=my = =M. E
Maaritelma 2.3. Lukujono (a,) vihenee rajatta, jos sen jasenet lopulta alittavat
kaikki rajat: aina kun m < 0, on olemassa sellainen indeksi n,, € N, etta

(%) 0> = s < . L1



Rajatta kasvaminen ja vaheneminen 2

Lause 2.5. Oletetaan, etti (a,) ja (b,) ovat lukujonoja seki ¢ € R luku.
1. Jos (ay) ja (b,) kasvavat rajatta, samoin tekee summajono (a, + bp)nen -

2. Jos jono (a,) kasvaa rajatta ja jos lisiksi ¢ > 0, myds jono (ca,),en kasvaa
rajatta; jos lisiksi ¢ < 0, jono (ca,),en vihenee rajatta.

Vastaavat asiat pdatevdt rajatta viheneville jonoille.



Suppenevuus 1

Maéritelmé 2.8. Oletetaan, ettd a € R ja (x,), .y on jono R:ssd. Sanomme, etté
x, ldhestyy rajatta lukua a, jos aina kun on annettu £ > 0, on olemassa sellainen

indeksi n, € N, etta
N = g, —a]<E.

Samassa tilanteessa sanomme my®és, ettéd jono (x,), .y suppenee kohti lukua a. W



Suppenevuus 2

Maaritelma 2.10. Lukujono (z,) suppenee, jos on olemassa reaalinen raja-arvo
lim z, = a € R. Muuten jono (z,) hajaantuu. n

n—oo

Yksi erityinen tapa hajaantua on siis kasvaa tai vaheta rajatta! Jos

34 lim 2, = 00 tai 3 im %, = =00,
n—0o0 n—00

jono (z,) | hajaantuu| kohti plus tai miinus ddretontd. Kuitenkaan hyvin monilla

(itse asiassa tietyssd mielessa useimmilla) jonoilla ei ole raja-arvoa edes joukossa

RU{—00,00}: ne hajaantuvat mutteivit edes tuolla erityiselld tavalla (eivit edes
viahene eivitka kasva rajatta).




Laajennetut reaaliluvut

oo >z kaikille € R \ {oo},

Maéritelma 2.13 (Laajennettu lukusuora). Joukkoa
R = RU{—00, 00}

sanotaan laajennetuksi lukusuoraksi, ja teemme siind seuraavat sopimukset —
alkuperdisten summa-, erotus-, tulo-, osaméira- ja potenssilausekkeiden liséksi
maédrittelemme uudet “sallitut muodot” sekd asetamme lisdé jarjestyksia:

—oco <z kaikille z € R\ {—o0},

r+oo=004+x=00+00=00 Kkaikille z € R,

x4+ (—o0)=x—00=(—00)+2=(—00)+(—0) =—00—00=—-00 VzreR,

a-00=00-a=o00 kaikille a >0,

a-c0o=00-a=—00 kaikille a <0,
00 1 o)

— = —-00 kaikille a € R \ {0},
a a

oo™ = {/oo = oo kaikille n € N,

G2 0 kikilleacR,
o0 —00
00 - 00 = (—00)(—00) = 00,

o — 0, kumm-1<b<l,
B 60, inh >l

a-(—o00)=(—00)-a=—-00 kuna >0,

a-(—o00)=(—00)-a=00 kuna<0,

— 1
X — ~ . (~o0) kaikille a € R~ {0},
a a
/—0o = —oo (n pariton),
00 - (—00) = (—00) - 00 = —00



“Kielletyt muodot” (indeterminate forms)

Indeterminate
Conditions

form
0/0 lim f(z) = 0, limg(z) =0
0000 lim f(z) = oo, limg(z) = oo
0 x o0 lim f(z) = 0, limg(z) = oo
00 — 00 lim f(z) = o0, limg(z) = oo
00 lim f(z) = 0",lim g(z) = 0
1° lim f(z) =1, limg(z) = oo

000 lim f(z) = oo, limg(z) =0



Lukujonojen raja-arvojen laskusaantoja

Lause 2.14 (Lukujonojen raja-arvojen laskusaanto).

Jos Alimpeopn =a €R ja Flimuooyn = B € R, niin| “sallituin muodoin”

(i) Jlim(z,.ty.) =axB,

n—r0oC

(ii) 3 lim z,y, = af,

n—o0

(iii) I lim 22 =

= % , jos kaikille n € N on vy, # 0.%
n—oo J1n /



Raja-arvon merkinta

Huomautus 2.15 (Lisda merkintoja).

Merkinndn d lim z,, = a sijasta on kdytdnnon laskuissa usein jarkevampai
n—oo

kayttad merkintdd “x,, — o, kun n — oo”, tai merkintaa

T, — Q.

n—oo



