Matemaattisen analyysin

tukikurssi
2. kurssikerta (23.9.2019)



Kuristusperiaate lukujonoille

Lause 2.20 (Kuristusperiaate jonoille). Oletetaan, ettd (x,), (y,.) ja (z,) ovat
reaalilukujonoja ja a € R sekd etta =, <y, < z, kaikille n € N.

1. Jos x, = a <+ z,, kun n — oo, nutn samoin 3 lim y,, = a.
n—00

2. Jos x, — o0, kun n — oo, niin samoin y, — 00.

3. Jos z, = —o0, kun n — oo, niin samoin y, — —o0. L



Kasvavuus ja vahenevyys (lukujonoille)

Maiéritelma 2.22. Jono (x,) on kasvava, jos x, < x,.; kaikille n € N. Jono
(z,) on vdhenevd, jos x, > x,., kaikille n € N. Jono on monotoninen, jos se on
kasvava tai vaheneva.



Supremum

Supremum on lukujonon kaikista mielivaltaisista ylarajoista pienin

Tama on joku muu ylaraja.

Tama on supremum! poee————___ 2 o0 o8

(tdma ei ole edes ylaraja) Na

Kasvavalla jonolla on aina raja-arvo, joka on joko +< tai jonon supremum!



Infimum

Infimum on lukujonon kaikista mielivaltaisista alarajoista suurin

(tama ei ole edes alaraja) Lo
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Tama on infimum!

Tama on joku muu alaraja.

Vahenevalla jonolla on aina raja-arvo, joka on joko -« tai jonon infimum!



Sama lauseena 2.24

r

00, kun (z,) on kasvava eiki ole ylhddlta rajoitettu,
BB e sup{z, |n € N}, kun (x,) on kasvava ja ylhddltd rajoitettu,
n—00 —00 kun (x,) on vihenevi eikd ole alhaalta rajoitettu,
linf{xz, |n €N}, kun (z,) on vihenevi ja alhaalta rajoitettu. W



Kasitteita

Mairitelma 2.27 (Ymparisto). Oletetaan, etti o € R. Pisteen xg ympdristolld
tarkoitamme mitd tahansa avointa vilia U 3 xq. “Toispuoleiseksi ympdristoks:”
(tarkemmin: “vasemman-" tai “oikeanpuoleiseksi ympdiristoksi”) sanomme puoli-

avointa vilid, jonka paétepisteend (tarkemmin: loppu- tai alkupisteend) on viiliin

kuuluva z. B

Maidritelma 2.28 (Punkteerattu ympiérist). Oletetaan, ettd zy € R. Pisteen
xro “punkteerattu ympdristé” (vastaavasti “toispuoleinen punkteerattu ympdristo™)
tarkoittaa joukkoa, joka saadaan xy:n ympéristosti (vastaavasti toispuoleisesta
ympéristostd) poistamalla itse piste xg. m



Raja-arvon maaritelma reaalifunktioille

Mairitelma 2.29. Oletetaan, ettd f: A — R on funktio ja x5 € R on sellainen.
ettd f on méiritelty (ainakin) jossakin z:n punkteeratussa ympéristossia — siis
mahdollisesti ei itse x(:ssa. (Ts. voiolla g € A.) Funktiolla f on raja-arvo a € R
pisteessd xq, jos jokaista a:n ympéristod V' 3 a kohti on olemassa sellainen xj:n
ympéristo U, etta

(%) reUN{x} = f(x)eV.

Sité, ettd f:ll4 on pisteessid xy raja-arvo a, merkitdin esim. “3lim,_,,, f(z) = a”
ja “f(x) = a,kun x — xy”, lue: “f(x) ldhestyy a:ta, kun z lahestyy zy:aa”. W



Epsilon-delta-maaritelma

Toinen tapa madaritelld reaalinen raja-arvo, n.s. "epsilon-delta-
mddaritelma”:

Olkoot f: A = R funktio, missG A on R:n osajoukko. Tutkitaan pistettd xo,
jonka ei valttGmatta tarvitse kuulua joukkoon A, mutta sen "ymparilla”
(ympdaristdssd) tulee olla joukon A pisteitd.

Olkoot € mielivaltainen luku, kunhan se on suurempaa kuin nolla.
Sanotaan, ettd funktiolla f on raja-arvo lim f(x) = a pisteessa Xo, jOS
X—=Xo

voidaan [6ytad luku 6, (eli rippuu epsilonista), joka on suurempaa kuin
nolla, ja jolla patee seuraavaa:

|x — x0| < 8¢ =  |f(x)—al<e

Huomaa, ettda raja-arvon madritelmd mukaan raja-arvo ei riipu siitd,
miten funktio on mdadritelty kyseisessa pisteessa.




Raja-arvojen mielekkyydesta

Huomautus 2.37. Yksittidisen raja-arvokysymyksen tilanteesta voidaan esittia
seuraava “arvoasteikko:

1. raja-arvo ei ole mielekis,
2. raja-arvo on mielekds muttei olemassa,
3. raja-arvo on olemassa (ja automaattisesti mielekis),

4. tieddmme raja-arvon arvon (ja se on seké olemassa ettd mielekis).

Kahdessa ensimméisessa “asteessa” on kysymys siitd, eiko kyseisen késitteen
madritelmdn oletus ole voimassa vai onko; katso pykala 1.5. ]



Raja-arvolaskentaa reaalifunktioilla 1

Esimerkki 2.33. Seuraavien tulosten (lyhyet) perustelut sivuutetaan. Oletetaan,
ettd I on avoin vili.

(i) Jos f on wvakiofunktio x — ¢ joukossa I \ {xy}, ts. f(x) = ¢ kaikille x, niin

3 Iim f(z) =¢€-

I—X(
(ii) Jos f(z) = z kaikille x € I \ {xy}, niin

3 i f{5) =2 [uid

Ir—X(



Raja-arvolaskentaa reaalifunktioilla 2

Lause 2.38 (Reaalifunktioiden raja-arvojen laskusaanto).

Oletetaan, ettd f ja g ovat pisteen xo € R “punkteeratussa ympdristossa” (siis
mahdollisesti ei itse pisteessi xy) madriteltyji reaaliarvoisia funktioita.
Oletetaan vield, ettd 3 lim f(z) = a €R ja Ezlggog(x) = B €R.

Tr—rx0

Tallown | “sallituin muodoin”

(i) 3 lim (f(z)+g(z)) =a+8,

T—rxo

(i) 3 lim (f(z) —g(z)) =a -8,

Tr—rI(

(iii) 3 lim (f(z)g(z)) =B ja

Tr—rIo

Gy S L)

z—z0 §(Z)

«
B



Raja-arvolaskentaa reaalifunktioilla 3

Funktio P: A - R (missi A C R; yleensi A = R) on polynomifunktio, jos
on olemassa kertoimet aq....,a, € R se. kaikille z € A on

n

Plz)=ap+ax+---+ apx"™ = Zai:v".
i=0

Jos téssi lisdksi a,, # 0, polynomin aste deg(P) = n.

Lause 2.40. Oletetaan, etta P: A — R, missa xo € A C R, on polynomifunktio ja
ettd jokin xqo:n ympdristo sisiltyy A:han. Tdilléin on 31im P(x) = P(xy) (€ R).

Ir—ITg



Raja-arvolaskentaa reaalifunktioilla 4

Funktio f: A = R (missd A C R) on rationaalifunktio, jos on olemassa poly-
nomifunktiot P ja @ se. Q(x) # 0 kaikille x € A ja

P(z)
Q(z)
Seuraava lause osoittaa, etta rationaalifunktioille raja-arvo on arvo ts. ne ovat ns.

jatkuvia laajimmassa mahdollisessa méaéarittelyjoukossaan, jossa R:stéd on poistettu
nimittajapolynomin ) kaikki nollakohdat (joita on enintdan deg(()) kappaletta).

kaikille z € A.

fz) =

Lause 2.41. Oletetaan, ettd f: A — R, missd o € A C R, on rationaalifunktio
ja ettd jokin xq:m ympdristi sisdiltyy A :han. Tdlloin on 3lim f(z) = f(xg) (€ R) .
r—To



Raja-arvolaskentaa kaytannossa

Aluksi kayta edella olleita lauseita (“sijoita suoraan”). Jos tulee kielletty muoto niin:

1) Tarkista, etta lauseke on yksinkertaisimmassa muodossaan

21 —1 1
et IS V R
r—1 r—1

2) Yrita supistaa suurimmalla potenssilla
et a1+ »
3z 3
3) Hankkiudu eroon nollista nimittajassa

Ve+1-1 (Ve+1-1)(Wz+1+1) T B 1
T B r(vVz+1+1) Cz(VrH+141) JVrrli+l




