Matemaattisen analyysin

tukikurssi
3. kurssikerta (30.9.2019)



Raja-arvoista



Kuristusperiaate reaalifunktioille

Lause 2.48 (Kuristusperiaate reaalifunktioille). Oletetaan, ettd f, g ja h ovat
reaalifunktioita, jotka on mddritelty jossakin pisteen xo € R (tai x¢, jos haluat)
ympdristéssa U, paitsi mahdollisesti itse g :ssa, ettd a € R seka ettd

f(z) <g(x) < h(x)  kaikille z € U \ {x0}-
1. Jos f(x) = a « h(z), kun x — X, niin samoin 3 lim g(z) = a.
T—rXo

2. Jos f(x) = o0, kun x — xq, niin samoin g(x) — oo.

3. Jos h(x) - —oo, kun x — xq, niin samoin g(xr) - —oo.

Viite 1.




Toispuoleinen raja-arvo 1

Maaritelma 2.55 (Toispuoleinen raja-arvo, reaalinen).

Oletetaan, ettd f: A — R on funktio ja 9 € R on sellainen, ettd f on méaaritelty
jossakin xg:n otkeanpuoleisessa punkteeratussa ympéaristossia — siis mahdollisesti
ei itse xp:ssa. (Ts. voi olla x¢g € A.) Funktiolla f on oikeanpuoleinen raja-arvo
a € R pisteessa x, jos jokaista a:n ympéristéd V' 3 a kohti on olemassa sellainen
xo:n otkeanpuoleinen ympaéaristé C', tai, jos halutaan, C, , etta

(%) r€Cy\{zy} = f(x)eV.

Sitd, ettd f:lla on pisteessi xy oikeanpuoleinen raja-arvo a, merkitdéin esim.
“Jlimgz0+ f(z) =a” ja “f(z) = a, kun z — x0+7, lue: “f(z) lahestyy a:ta,
kun z ldhestyy xz,:aa oikealta”.
Vastaava méaérittely ja merkinnét on vasemmanpuoleiselle raja-arvolle.
Yhteisnimitys em. raja-arvokisitteille on toispuoleinen raja-arvo. m



Toispuoleinen raja-arvo 2

Lause 2.57. Jos on 3 lim f(z) € R, niin on olemassa myos sekd lim f(z) € R

— T—I T—To—
etti lim f(z) € R ja pdtee, ettd
T—To+
(%) lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).
T—rTo— Tr—Tg T—To+

Kddntaen: Jos sekd limg_,.,— f(x) ettd lim,—.,+ f(x) ovat olemassa ja jos lisiksi
on lim, ., f(x) = lim, ., f(x), niin on olemassa lim f(x) ja (*) pitee. W



Yhdistettyjen funktioiden raja-arvot

Lause 2.61 (Yhdistettyjen funktioiden raja-arvot).

Oletetaan, etta A 'y B 23 R ovat kuvauksia, missi A, B C R, etti xo € R ja
etta

Jlim f(zx)=a €R ja Jlim g(y) =B € R.

T—X0 y—ra

Jos (tapauksessa o € R) on f(x) # «, kun = on “lihelld xo:aa” mutta x # X,
niin yhdistetylle funktiolle go f: A — R pdtee:

(2.62) 3 lim g(f(z)) =B;

T—rX0

sanallisesti: “kun © — xo, niin y = f(x) = a, jolloin g(f(x)) = g(y) = B”.



Juurien raja-arvoista

Lause 2.66. Tarkastellaan juuren indeksind lukuja n € N = {1,2,3,...}.
(i) Jos n € N on parillinen, niin

3 lim Yz = Yo  kaikille zo € [0, 00| eli koko maidrittelyjoukossa,

r—rI(Q

paitsi ettd pisteessd xog = 0 tarkoitetaan vain oikeanpuoleista raja-arvoa.
(ii) Jos n € N on pariton, niin

3 lim {x = Yxo  kaikille zo € R eli koko mddrittelyjoukossa. W

Tr—rxq




Jatkuvuus



Jatkuvuus pisteessa

Maaritelméa 3.1. Oletetaan, ettd f: A — R on funktio, A C R ja z( sellainen,
ettd jokin xo:n ympdaristo sisdltyy f:nldahtoon A. (Téssa siis valttaméatta xp € A.)
Sanomme, ettid funktio f on jatkuva pisteessi xoq € A, jos silla on raja-arvo xg:ssa
ja jos tamaé raja-arvo on funktion arvo f(xzg), ts. jos pétee ehto

3 lim f(x) = f(0). ®

T—T0

Maaritelmé 3.2. Oletetaan, ettd f: A — R on funktio ja 29 € A C R sellainen,
etta jokin xq:n oikeanpuoleinen ympdristo sisaltyy f:n lahtéon A. Sanomme, ettéa
funktio f on oikealta jatkuva pisteessi xog € A, jos péatee ehto

3 lim_flz)= f(2p)-

Tr—To+

Vastaavasti méadritelldan kasite, ettd f on vasemmalta jatkuva pisteessi xo. 1



Jatkuvuus pisteessa

Funktio on siis jatkuva pisteessa, jos:

1. Funktiolla on olemassa raja-arvo kyseisessa pisteessa
2. Funktiolla on olemassa arvo kyseisessa pisteessa
3. Raja-arvo ja arvo ovat samat kyseisessa pisteessa



Jatkuvuus joukossa

Mairitelma 3.3. Oletetaan, ettd f: A — R on funktio, missia A C R, ja etta
B C A on sellainen, etté jokaisella x € B on joko ymparisto, joka sisdltyy B:hen,
tai (“reunapisteilld”) ainoastaan toispuoleinen ympiristo, joka sisiltyy B:hen.
Sanomme, ettd f on jatkuva joukossa B, jos se on jatkuva jokaisessa xy € B,
paitsi jos zy on reunapiste, jolloin vaaditaan oikealta tai vasemmalta jatkuvuus.
Jos f on jatkuva koko lahtojoukossaan A, sanomme, ettd f on jatkuva. 1



Jatkuvuuslauseita 1

Lause 3.7. Jos f: A — R on sekd vasemmalta etta oikealta jatkuva pisteessd
xo € A, niin f on jatkuva pisteessd xq (jakéantien).

Todistus. Seuraa lauseesta 2.57 (jatkuvuuskisitteiden maéritelmia kiayttden). W

Lause 3.8. Oletetaan, etti f: A — R ja g: A — R owvat kuvauksia ja zy € A.

Jos [ ja g ovat jatkuvia x(:ssa (vast. A:ssa), niin myos f+gq, f—g, fg ja 5
ovat jatkuvia x:ssa (vast. A:ssa). Osamddran —g— tapauksessa tehdddn lisdoletus,

ettd g(xg) # 0 (vast. g(x) # 0 kaikille x € A).

Seuraus 3.9. Rationaalifunktio f = P/Q, (missd P, Q ovat polynomifunktioita)
on jatkuva koko madrittelyjoukossaan A= {x € R| Q(x) #0}.



Jatkuvuuslauseita 2

Lause 3.11. Jos f: A — B on jatkuva pisteessd xo € A ja g: B — R jatkuva
pisteessd f(xg) € B, niin yhdistetty kuvaus go f: A — R on jatkuva pisteessi x .

Lause 3.13. Oletetaan, etti f: A — R ja g: B — R ovat funktioita ja ettd
xog € AN B. Tdllown:

e Jos [ ja g yhtyvdt jossakin xq:n ympdristossa ja jos f on jatkuva xg:ssa,
on myoés g jatkuva x:ssa.

e Jos [ ja g yhtyvdt jossakin xy:n vasemmanpuoleisessa ympdaristossa ja jos
f on vasemmalta jatkuva xq:ssa, on myds g vasemmalta jatkuva xq:ssa.

e Jos [ ja g yhtyvdt jossakin xy:n oikeanpuoleisessa ymparistossd ja jos f on
oikealta jatkuva x(:ssa, on myés g oikealta jatkuva x:ssa. m



Derivaatta



Derivaatan ja derivoituvuuden maaritelma

Mairitelma 3.18. Oletetaan, ettd f on pisteen xy ymparistossa |z — r, zo + 7|,
missd r > 0, méadritelty reaaliarvoinen funktio, ja tarkastellaan lukuja z = zq+h,
kun 0 < |h| < r. Osamééraa (joka nédin ehdoin on olemassa)

flxo+h) — flzo) _ f(x) — f(zo)

h T — To

sanotaan f:n erotusosamdidrdksi pisteessi xg, kun f:n argumentin lisdys on h.
Jos on olemassa erotusosamaéérin reaalinen raja-arvo

lim f(zo +h) — f(z0) = lim f(z) = f(xo)

h—0 h T—T0 P— T

eR,

niin tiata raja-arvoa merkitaan

F(z0) = (Df)(eo) = [Da f(@)],_, = lim L) = I(z0)

h—0 h

ja sanotaan funktion f derivaataksi pisteessd xg. Jos f'(xy) on olemassa, sanotaan,
ettd f on derivoituva x:ssa.



Toispuoleinen derivaatta

Jos f on madritelty (ehk& vain) x(:n oikeanpuoleisessa ympéristossa ja erotus-
osamaarallda on oikeanpuoleinen raja-arvo

F(zo+) = lim f(xo+ h) — f(x) — i f(z) — f(xo)

h—0+ h T—rzo+ r — Xy

eER,

f on oikealta derivoituva xzg:ssa ja f'(xo+) on f:n oikeanpuoleinen derivaatta
Xo :ssa. Vastaavasti raja-arvo
o+ h)— f(z x)— f(x
fl(zo—) = lim f(xo +h) — f(zo) = i f(z) — f(2o)

h—0— h T—To— T — %o

eR

on f:n vasemmanpuoleinen derivaatta x:ssa. L



Derivaattafunktio

Maaritelma 3.23 (Derivaattafunktio).

Jos f: A — R on jokaisessa A:n pisteessi x, derivoituva (tai toispuoleisesti
derivoituva, jos xo:lla on ainoastaan toispuoleinen A:han sisidltyvd ympéristo),
sanomme, ettd f on derivoituva joukossa A. Talloin funktio

Df=f:A—>R, jossa x+— f'(z) = (Df)(x),

on f:n derivaattafunktio. (Lue: “x kuvautuu f'(x):ksi”.)

Yleisessid tapauksessa derivaattafunktio on maéaéaritelty siind A :n osajoukossa,
joka koostuu niistd A:n pisteistd, joissa f:1la on derivaatta (tai toispuoleinen
derivaatta, jos pisteella on ainoastaan toispuoleinen A:han sisiltyvd ympéristo).



Merkinnoista

Huomautus 3.24 (Derivaattamerkinnoéistid). Derivaattafunktion merkintdmme
siis ovat muotoa f’ ja Df. Jos funktiolle tulee argumentti, esim. x, merkitsemme
f'(x) tai Df(x), selvemmin (D f)(x), mutta emme missdin tapauksessa D(f(x))!

Merkintojen ja ajatuksen selvyyteen pyrittdessd on hyva huomata myo6s seuraava
(pian esitettévia, lukijalle oletettavasti ennestédén tutunoloisia sdantoja lainaten):

e D operoi funktioon, esimerkiksi Df = f' tai Dsin=-cos tai D(fog).

e D, operoi lausekkeeseen, esimerkiksi D, f(x) = f'(x) tai D, sinz = cosz
tai D_x*=2x. 3



Lause

Lause 3.25. Oletetaan, ettd f on xzo:n ympdristossa mdadaritelty reaalifunktio.
Jos on olemassa f'(xq), niin on olemassa sekd f'(xo+) etta f'(xo—) ja

(*) f'(xo+) = f'(x0) = f'(x0—).

Kddntden: Jos on olemassa f'(xo+) ja f'(xo—) ja ne ovat samat, niin on olemassa
f'(xg) ja (%) patee. B



