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Differentioituvuus

Mairitelma 3.29 (Differentioituvuus, differentiaalikehitelmé).

Oletetaan, ettd f on pisteen xy ympéristossi mairitelty reaalifunktio. Sanomme,
etti f on differentioituva pisteessi xg, jos sen muutoksella f(xzo+ h) — f(x() on
ns. differentiaalikehitelmd: on olemassa sellainen a € R, ettd pienille h

(3.30) f(zog+ h) — f(xg) = ah + he(h),
missd funktiolla € on ominaisuus 3 lim e(h) = 0. il

h—0



Derivoituva < differentioituva

Lause 3.32 (Yksiulotteinen tapaus: derivoituva joss differentioituva).

(Perusoletus: Oletetaan, ettd f on xo:n ympdristossi mddaritelty reaalifunktio.)
Tdlloin f on derwoituva xo:ssa, jos ja vain jos f on differentioituva x:ssa.
Lisdiksi differentiaalikehitelmd on (olemassa ollessaan) vilttamdttd muotoa

f(wo+h) — f(x0) = f'(wo)h + he(h).



Derivoituva = jatkuva

Lause 3.33 (Yksiulotteinen tapaus: derivoituva on jatkuva).

Oletetaan, etti funktio f on derivoituva pisteessi xqy (tai vastaavasti joukossa A ).
Tdlloin f on jatkuva xq:ssa (tai vastaavasti A:ssa).

Vastaava pdtee toispuoleisille kdsitteille.

Mutta jatkuva funktio ei ole valttamatta derivoituva!!



Derivointisaantoja 1
Lause 3.34. Jos f on differentioituva xq:ssa ja g on differentioituva f(x):ssa,
niuin yhdistetty funktio g o f on differentioituva xy:ssa ja

(K) (90 1) (x0) = g (f(20)) f'(z0) .

Lause 3.35. Oletetaan, ettd f ja g ovat deriwoituvia xy:ssa. Tdlléin f+gqg ja fg
ovat deriwoituvia xg:ssa ja

(i) (f +9)'(x0) = f'(x0) + g'(20)
(ii) (f9)'(x0) = f'(z0)g(x0) + g'(x0) f(20) . **
Jos lisiksi g(xg) # 0, niin osamddrd é on derwoituva xg:ssa ja

@) (§) () - Homlaieolfizel




Derivointisaantoja 2
Lause 3.36. Alla tarkoitetaan derivaattoja pisteessd x tapauksessa, ettd jokin x:n

ympdristo sisdltyy mdadrittelyjoukkoon, ja toispuoleisia derivaattoja pisteessd x, jos
ainoastaan jokin x :n toispuoleinen ympdristé sisdltyy mddarittelyjoukkoon.

(i) Vakiofunktiolla on derivaatta 0.
(ii) Identtiselld kuvauksella id, jolle id(x) = x, on derivaatta 1.
(iii) 3D, 2" =na" ', kunne€Z jax #0 (josn €N, kdy myos z=0).

: U R S—
(iv) HD,f—zﬁ,kunz>0.

(v) 3D(af) =aDf, kun f derivoituva ja a € R on vakio.

(vi) Polynomifunktiolla P, jolle P(z) = a,a™ + ap_ 12" ' + -+ + ayx + ag, on
derivaatta

P'(z) = napz™ '+ (n—1)a,_12" 2+ - +a.



Derivointisaantoja 3
(vii) Rat:'ionaalifunktiolla f = g (missd P ja Q polynomifunktioita; Q(xzo) #0),
on derivaatta
P'(20)Q(x0) — Q'(0) P(z0)
(Q('Io))2

(viii) Eksponenttifunktiolla ja luonnollisella logaritmifunktiolla on derivaatat

f'(il‘o) =

D,e*f=¢* (z€R) ja D:mz=% (z2>0).

xr
(ix) Trigonometrisid funktioita R — R: 3JDsin =cos ja 3D cos= —sin.

(x) Lisda trigonometrisia funktioita:
1

dD.tanxz = = 1+tan’z o R A
‘ cos? x (=¢% )
1 2
3D,cotx = ——— = —1 —cot’z (1:¢7rZ).
sin“

Lause 3.40. Jos r € Q, niin AD, 2" =rz" !, kun = > 0. %



Korkeammat derivaatat

Oletetaan, ettd f: A — R on reaalifunktio (missd A C R). Merkitéén
Ai={zeA|Tf(x)},

jolloin f': Ay, — R on f:n derivaatta(funktio) eli f:n ensimmdinen derivaatta
(voidaan merkitd myds f) = f). Jos zyp € A; ja jos funktio f’ on derivoituva

Tp:Ssa, niin
f”(.’l.'()) — lim f’(l'() + h) = f,(IO)

h—0 h

on f:n toinen deriwaatta x(:ssa ja joukossa

A2={17€A1|3f”(1')} (CAI)



Bolzanon lause ja aariarvoista

Lause 3.47 (Bolzano). Oletetaan, etti f: [a,b] — R on jatkuva. Tdlléin pdtee:
Jos f(a) <0 ja f(b) > 0, niin on olemassa sellainen xy € |a,b[, ettd f(xo) = 0.

Lause 3.50. Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on jatkuva. Tdlloin f:lla on vdlilla
la,b] pienin arvo, m, ja suurin arvo, M, ja lisiksi on fla,b] = [m, M]. W



Valiarvolause

Lause 3.54 (Viliarvolause, VAL).

Oletetaan, etti a < b sekd f on (1) jatkuva [a,b] :ssd ja (2) derivoituva la,b|:ssd.
Tilléin on olemassa piste £ € |a,b| se.

(%) f() — f(a) = f(§)(b—a).



Derivoituvuustesti

Lause 3.58 (Derivoituvuustesti).

Oletetaan, ettd f on jatkuva pisteessi ro € R ja derwoituva sen punkteeratussa
ympdristossi U~ {xo} jollekin xy:n ympdristolle U . Jos derivaatalla on reaalinen

raja-arvo lim f'(x) =a € R, niin f on derivoituva myés xy:ssa ja f'(xg) = a.
r—X(



Integraalilaskennan peruslause

Lause 3.62 (Integraalilaskennan peruslause, IPL).
Jos f: I — R on valilli I C R derivoituva funktio ja jos f'(x) = 0 kaikille x € I,
jotka ovat vilin sisdpisteitd, niin f on vakiofunktio.

Korollaari 3.64. Jos funktioilla F: I — R ja G: I — R on sama derivaatta-
funktio F' = G': I — R ja jos I on vili, niin on olemassa vakio C' € R se.
F(z) = G(z) + C kaikille x € I.



