Matemaattisen analyysin

tukikurssi
5. kurssikerta (14.10.2019)



Sisapiste

Maaritelma 4.4. Oletetaan, ettd A C R on joukko ja g € A sen piste. Sanomme,
ettd xo on A:n sisapiste, jos xq:lla on ymparisto U, joka sisdltyy A:han. i

Siis: X, on joukon A sisapiste, jos A:sta I0ytyy avoin vali U johon x  kuuluu.

Kaytannossa siis kaikki joukon pisteet paitsi reuna- ja erakkopisteet.



Funktion kasvavuus & vahenevyys 1

Maaritelmé 4.1. Oletetaan, ettd A C R. Kuvaus f: A - R on
1. kasvava, jos kaikille z, 2’ € A pitee, etta z <2’ = f(x) < f(2');
2. vdihenevd, jos kaikille z,2’ € A pitee, ettda z <2’ = f(x) > f(2');
3. aidosti kasvava, jos kaikille x, 2’ € A pitee, ettd x < 2’ = f(z) < f(2');
4. aidosti vihenevd, jos kaikille x, 2" € A pitee, ettd z < 2’ = f(z) > f(2').

Funktio f on monotoninen, jos f on kasvava tai viahenevi, ja aidosti monotoninen,
jos f on aidosti kasvava tai aidosti vaheneva. B



Funktion kasvavuus & vahenevyys 2

Lause 4.10. Oletetaan, etti I C R on vdili ja f: I — R on jatkuva funktio.

(i) Jos 3 f'(x) > 0 kaikissa |I:n sisdpisteissd| x, niin f on |kasvava I :ssd.

(i1) Jos 3 f'(x) < 0 kaikissa |I:n sisdpisteissi| x, niin f on |vihenevi I :ssd.

(i11) Jos 3 f'(x) > 0 kaikissa I:n sisdipisteissi x ja jos f' ei ole vakiofunktio 0
malldan posititvispituisella osavdlilla J C I, niin f on aidosti kasvava I :ssi.

(iv) Jos 3 f'(x) < 0 kaikissa I:n sisdpisteissd x ja jos [’ ei ole vakiofunktio 0
malldan posit.pituisella osavalilla J C I, niin f on aidosti vahenevd I :ssd.



Lokaalit aariarvot

Maaritelma 4.3. Oletetaan, ettd f: A — R on reaalifunktio.

(i) Piste xy on f:n lokaali minimikohta ja arvo f(xy) on f:m lokaali minimi,
jos f(xo) on pienin f:n arvoista jossakin zo:n ymparistossa U C A.

(ii) Piste z¢ on f: lokaali maksimikohta ja arvo f(xq) on f:n lokaali maksimi,
jos f(zg) on suurin f:n arvoista jossain xy:n ympéristossia U C A.

(iii) Piste z¢ on f:n lokaali ddriarvokohta ja arvo f(xg) on f:n lokaali dadriarvo,
jos xo on f:n lokaali minimikohta tai lokaali maksimikohta.

(iv) Lokaali ddriarvo f(zy) on aito, jos xq:lla on ympéristo U se. f(z) # f(xo),
kun x € U mutta x # x,. i

Kohta: x Arvo: f(x,) Piste: (x,, f(x,))



Globaalit aariarvot

Globaalit aariarvot maaritellaan kuten lokaalit aariarvot, mutta ympariston U sijasta
tarkastellaan funktion koko maarittelyjoukkoa, eli myos reuna- ja erakkopisteita.

Funktiolla voi siten olla globaali aariarvo, vaikkei silla olisi lokaaleja aariarvojal

Siis:
Lokaalit aariarvot: tarkastele vain maarittelyjoukon sisapisteita.

Globaalit aariarvot: tarkastele myos reuna- ja erakkopisteet.



Adriarvotesti |

Lause 4.25 (Asriarvotesti I: derivaatan merkki).
Oletetaan, ettdi A C R, xq on A:n sisapiste ja f: A — R on funktio. Jos f on
jatkuva xq:ssa ja derivoituva xg:n | punkteeratussa| ympiristossi ja derivaatta f'

on sielli eri merkkinen pisteen xq eri puolilla, niin f(xy) on f:n lokaali ddriarvo.
Lokaalin ddriarvon laatu:

(i) Jos on olemassa sellainen luku 6 > 0, etti f'(x) <0, kun zo — 0 < x < x,
ja f'(zg) >0, kun xy < x < xy+ 0, niin f(xy) on lokaali minimi.

(ii) Jos on olemassa sellainen luku § > 0, ettd f'(z) > 0, kun o — 6 < x < x,
ja f'(xo) <0, kun o < x < o + 0, niin f(xo) on lokaali maksimi.

Laatuasia (sekd todistuksen idea!) karkeasti merkkikaavioina:

Q) filg)| ——=—-—- Lo+ + + + ++

= f(zo) on lokaali minimi.

(&) fl@)| ++++++%0——————

= = f(x0) on lokaali maksimi.



Adriarvotesti Il

Lause 4.27 (Asriarvotesti II: toinen derivaatta).

Oletetaan, etta f: A — R on kahdesti derivoituva A :n |sisdapisteessd x| ja ettd
f(xg) = 0. Talloin:

(i) f"(xg) >0 = f(xg) on lokaali minima.

(i) f"(x0) <0 = f(xo) on lokaali maksimi.



Lokaalien aariarvojen selvittaminen

1) Tutki, onko funktio kahdesti derivoituva — jos on, sovella aariarvotestia Il:
a) Selvita ensimmainen ja toinen derivaatta, siis f' ja f”.
b) Etsi derivaatan nollakohdat, siis x:t jotka toteuttavat yhtalon f(x) = 0.
c) Tutki ndissa kohdissa toisen derivaatan merkkia. Jos

f’(x,)>0 —  funktiolla on lokaali minimi f(x).
f’(x,) <0 —  funktiolla on lokaali maksimi f(x).
f(x,) =0 —  tutki tama piste tarkemmin aariarvotesti |:n avullal

2) Jos ei kahdesti derivoituva, mutta kuitenkin jatkuva, sovella aariarvotestia I:
a) Derivoi funktio.
b) Etsi derivaatan nollakohdat ja kohdat joissa funktio ei ole derivoituva.
c) Tutki derivaatan merkkia naiden kohtien molemmin puolin. Jos
f'(x,) < 0 vasemmalla ja f(x,) > 0 oikealla puolella - funktiolla on lokaali minimi f(x).
f'(x,) > 0 vasemmalla ja f'(x,) < O oikealla puolella - funktiolla on lokaali maksimi f(x,).
f'(x,) on samanmerkkinen molemmilla puolilla - f(x,) ei ole aariarvo.



Globaalien aariarvojen selvittaminen 1

JATKUVAN FUNKTION OPTIMOINTI SULJETULLA VALILLA

“Neljan askeleen ohjelma”

Oletukset: Funktio f: [a,b] — R on jatkuva ja [a,b] on suljettu véli.

Tdlloin f:n suurin ja pienin arvo ovat olemassa. Ne loytyviit seuraavilla askeleilla:
1° Laske f(a) ja f(b).

2° Laske f: arvot niissd sisdpisteissi x¢ € |a,b|, joissa f ei ole derivoituva
tai et tiedd, onko f derivoituva.

3° Laske f:n arvot derivaatan f’ mahdollisissa nollakohdissa z € ]a, b|.
4° Poimi ylla lasketuista arvoista suurin M ja pienin m.

Nyt M = max f[a,b] ja m = min f[a,b].



Globaalien aariarvojen selvittaminen 2

Jos tarkasteltava joukko ei ole suljettu vali:

1) Sovella “neljan askeleen ohjelmaa” muuten kuin paatepisteiden osalta.

1) Tutki funktion toispuoleinen raja-arvo avoimeksi jaavissa “paatepisteissa’.

2) Jos jokin raja-arvo on suurempaa kuin ohjelmalla saatu maksimikandidaatti, ei
funktiolla ole suurinta arvoa.

3) Vastaavasti jos jokin raja-arvo on pienempaa kuin ohjelmalla saatu
minimikandidaatti, ei funktiolla ole pieninta arvoa.

(Vaihtoehtoisesti voi tutkia derivaatan merkkikaaviota, ja tehda samantapaisia
paatelmia)



Konveksit ja konkaavit funktiot 1

Maaritelma 4.6. Oletetaan, ettd f: A — R on reaalifunktio ja I C A (C R)
on véli. Sanomme, ettd f on konveksi (eli alaspdin kupera) vdlilli I, jos kaikille

r1, T2 € I, missd z1 < xa, pitee, ettd f:n kuvaaja valilla [z, x2] on pisteiden
(1, f(z1)) ja (9, f(x2)) kautta kulkevan sekantin alapuolella (merkityks. “<").

Jos ylla tarkoitetussa epayhtalossa “<” yhtasuuruus (“=") on voimassa vain
jokaisen osavilin [z, 5] pddtepisteissd, on f vahvasti konveksi vililli 1.

Vastaavasti méaaritelladn kéasitteet konkaavi (eli ylospdain kupera) valilld I ja
vahvasti konkaavi vililla I . a2



Konveksit ja konkaavit funktiot 2

QR g(+) 4

Clotives Concave

r Yy r oy




Konveksit ja konkaavit funktiot 3

—

A concave function: A convex function:
no line segment joining no line segment joining
two points on the graph  two points on the graph

lies above the graph lies below the graph

at any point at any point



Konveksi mutta el vahvasti konveksi

Esimerkki 4.8.




Konveksit ja konkaavit derivoituvat funktiot

Lause 4.16. Oletetaan, etti I C R on vdli ja f: I — R derwoituva.
(i) Jos f' on (aidosti) kasvava I :ssd, niin f on (vahvasti) konveksi I :ssi.
(ii) Jos f' on (aidosti) vihenevi I :ssa, niin f on (vahvasti) konkaavi I :ssd.

(Derivaatta on jatkuva)
Lause 4.17. Oletetaan, etti I C R on vdli ja f: I — R on jatkuvasti derivoituva.

(i) Jos 3 f"(x) > 0 kaikissa | I:n sisdpisteissi| x, niin f on|konveksi I:ss.

(ii)) Jos 3 f"(x) <0 kaikissa |I:n sisdpisteissi| x, niin f on |konkaavi I:ssd.

(iii) Jos 3 f"(x) > 0 kaikissa I :n sisdpisteissi x ja jos f" ei ole vakiofunktio 0
mallddan I :n positiivispituisella osavdililld, niin f on vahvasti konveksi I :ssd.
(iv) Jos 3 f"(x) < 0 kaikissa I :n sisdpisteissi x ja jos f" ei ole vakiofunktio 0
milladn I :n positiivispituisella osa%ililld, nin f on vahvasti konkaavi I :ssd.



Kaannepisteet 1 (inflection point)

Maaritelmd 4.7. Oletetaan, ettd f: A — R on reaalifunktio ja o € A. Jos
f on vahvasti konveksi jossakin x(:n oikeanpuoleisessa ympaéristossa ja vahvasti
konkaavi jossakin xg:n vasemmanpuoleisessa ympéaristossa — tal pain vastoin —,
niin zo on f:m kddnnekohta ja (zo, f(z0)) on kuvaajan y = f(z) kidnnepiste. W

Inflection
Point

. Inflection
Inflection :
Point | | Point |
B Concave Concav.e B Concave Concave i ‘Concave Concave i

Downward Upward Upward Downward Upward Downward



Kaannepisteet 2

Lause 4.18. Oletetaan, etta I C R on vili, xy on I:n sisdpiste ja f on I :ssd
kahdest: derivoituva. Tallown pdtee seuraavaa:

(i) Jos xo on f:n kidnnekohta ja f" on siind jatkuva, niin f"(xo) = 0.

(ii)) Jos f" on kohdan xo eri puolilla eri merkkinen (positiivinen, negatiivinen)
jossakin xqy:n ympdristossda, niin xo on f:n kdannekohta.



