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Sisäpiste

Siis: x0 on joukon A sisäpiste, jos A:sta löytyy avoin väli U johon x0 kuuluu.

Käytännössä siis kaikki joukon pisteet paitsi reuna- ja erakkopisteet.



Funktion kasvavuus & vähenevyys 1



Funktion kasvavuus & vähenevyys 2



Lokaalit ääriarvot

Kohta: x0 Arvo: f(x0) Piste: (x0, f(x0))



Globaalit ääriarvot
Globaalit ääriarvot määritellään kuten lokaalit ääriarvot, mutta ympäristön U sijasta 
tarkastellaan funktion koko määrittelyjoukkoa, eli myös reuna- ja erakkopisteitä.

Funktiolla voi siten olla globaali ääriarvo, vaikkei sillä olisi lokaaleja ääriarvoja!

Siis:

Lokaalit ääriarvot: tarkastele vain määrittelyjoukon sisäpisteitä.

Globaalit ääriarvot: tarkastele myös reuna- ja erakkopisteet.



Ääriarvotesti I



Ääriarvotesti II



1) Tutki, onko funktio kahdesti derivoituva – jos on, sovella ääriarvotestiä II:
a) Selvitä ensimmäinen ja toinen derivaatta, siis f’ ja f’’.
b) Etsi derivaatan nollakohdat, siis x:t jotka toteuttavat yhtälön f’(x) = 0.
c) Tutki näissä kohdissa toisen derivaatan merkkiä. Jos

f’’(x0) > 0  – funktiolla on lokaali minimi f(x0).
f’’(x0) < 0  – funktiolla on lokaali maksimi f(x0).
f’’(x0) = 0  – tutki tämä piste tarkemmin ääriarvotesti I:n avulla!

2) Jos ei kahdesti derivoituva, mutta kuitenkin jatkuva, sovella ääriarvotestiä I:
a) Derivoi funktio.
b) Etsi derivaatan nollakohdat ja kohdat joissa funktio ei ole derivoituva.
c) Tutki derivaatan merkkiä näiden kohtien molemmin puolin. Jos

f’(x0) < 0 vasemmalla ja f’(x0) > 0 oikealla puolella  – funktiolla on lokaali minimi f(x0).
f’(x0) > 0 vasemmalla ja f’(x0) < 0 oikealla puolella  – funktiolla on lokaali maksimi f(x0).
f’(x0) on samanmerkkinen molemmilla puolilla  – f(x0) ei ole ääriarvo.

Lokaalien ääriarvojen selvittäminen



Globaalien ääriarvojen selvittäminen 1



Globaalien ääriarvojen selvittäminen 2
Jos tarkasteltava joukko ei ole suljettu väli:

1) Sovella “neljän askeleen ohjelmaa” muuten kuin päätepisteiden osalta.
1) Tutki funktion toispuoleinen raja-arvo avoimeksi jäävissä “päätepisteissä”.
2) Jos jokin raja-arvo on suurempaa kuin ohjelmalla saatu maksimikandidaatti, ei 

funktiolla ole suurinta arvoa.
3) Vastaavasti jos jokin raja-arvo on pienempää kuin ohjelmalla saatu 

minimikandidaatti, ei funktiolla ole pienintä arvoa.

(Vaihtoehtoisesti voi tutkia derivaatan merkkikaaviota, ja tehdä samantapaisia 
päätelmiä)



Konveksit ja konkaavit funktiot 1



Konveksit ja konkaavit funktiot 2



Konveksit ja konkaavit funktiot 3



Konveksi mutta ei vahvasti konveksi



Konveksit ja konkaavit derivoituvat funktiot

(Derivaatta on jatkuva)



Käännepisteet 1 (inflection point)



Käännepisteet 2


