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Sarjat



Sarja

Maiiritelmi 2.1 (Sarja).

Sarja on jérjestetty pari ((zx), (Sn)), jossa (z) ek (zx)re, on termien z € R
jono ja (S,) "L (Sn);2, osasummien
n
n=ZCEk=Il+"'+.’L‘n (ER)
k=1
o0
jono. Tité sarjaa merkitdén symbolilla )"z eli Y - zy. o

k=1
Sarja on siis jonkun paattymattoman lukujonon osasummien jono.

Huom: jos sarjan termien jarjestysta muuttaa, on kyseessa eri sarja.



Sarjan summa ja suppeneminen

Maiiritelma 2.2 (Sarjan suppeneminen ja summa sekd hajaantuminen).
Sarja ) .-, ) suppenee ja sen summa on luku S € R, jos osasummien jono (S,,)
suppenee kohti S:di, toisin sanoen, jos on olemassa reaalinen

n o0
. merk.
lim E T = E Tk (€R).
n—oo
Muuten sanomme, ettd sarja Y -, x; hajaantuu. i

Siis: Jos osasummat lahestyvat jotain reaalilukua, kun n kasvaa, niin sarja
suppenee, ja tata raja-arvoa kutsutaan sarjan summaksi.



Sarjamerkinnoista (Huomautus 2.3.(i))

Symbolilla Z:L’k merkitaan asiayhteydesta riippuen eri asioita:
k=1

1. Itse sarjaa, siis lukujonosta ja sen osasummista koostuvaa jarjestettya paria:

((#x), (Sn))

2. Sarjan summaa, jos se on olemassa. Siis raja-arvoa, jota sarjan osasummat
lahestyvat kun n lahestyy aaretonta:

0. @)
lim E Ll
n— 00
k=1



Huomautuksia (2.3(i) loppu)

Sellainen térked ero niissé on, ettéd esim. sarjat
T+ 2To+2x3+24+25+ ... ja To+T1+23+T4+25+...

ovat eri sarjoja, jos x, # xo, mutta niiden sarjojen suppenemiskysymys ja
niiden mahdolliset summat ovat samoja! (Téhén syyné on, ettd osasummien
jonot ovat joka tapauksessa kolmannesta jasenestd alkaen samoja.)

Mutta jos vaihtaisimme ddrettémdn monen termin jarjestysta, voisi sarjan
suppeneminen ja mahdollinen summa muuttual



Huomautuksia (2.3.(ii) ja (iii))

(i)

(iii)

Sarjan hajaantumisessa (kuten lukujonojen hajaantumisessakin) tehdéén
erottelu kahteen tyyppiin: (1) Jos 3lim,_,~, S, = 00, sarja hajaantuu kohti
ddretontd. Vastaavasti —oo:lle. (2) Toisenlainen mahdollisuus hajaantua on,
ettd Alim, o0 Sp. (Muista médritelmé 1:2.10.)

Koska sarjan suppeneminen tarkoittaa tietyn lukujonon suppenemista, on
koko sarjateoria sama asia kuin lukujonojen teoria, toki aika erilaisesta
nikokulmasta tarkasteltuna ja erilaista kieltd kéayttiava. Kuitenkin kaikki
sarjateorian tulokset voidaan kaéntéda lukujonojen kielelle ja péain vastoin!

Nimittiin jokainen lukujono esiintyy jonkin sarjan osasummien jonona. W



Geometrinen sarja

Madritelmé 2.7. Geometrinen jono tarkoittaa lukujonoa muotoa (a, aq, aq?,...)
= (ag"!)._,, jossa a ja ¢ € R. |

n=1"?

Maiéaritelma 2.8. Geometrinen sarja tarkoittaa sarjaa muotoa

o0

o0
Z aqk_1 = a+aq+ a.q2 Ty = Zaqk y
k=1 k=0

jossa ensimmdinen termi on a € R ja suhdeluku on q € R. i



Geometrinen sarja

Lause 2.10. Geometrisen sarjan Y aq® n:s osasumma (kaikille n € N) on
E=0
k ' 1 a —]]_-__qn , kun q # 1
Sn.:Zaq =a+aq+...+aqn— - —q

k=0 na, kun g =1

n—1

Lause 2.11. Geometrinen sarja Y -, aq® = a+ aq + aq® + ... suppenee, jos ja
vain jos a=0 tai |q| <1. Kun |q| <1, sarjan summa on

m . .. . -

Z k a ensimmdinen termi
a = =

- * 1 —4 1 — suhdeluku




Sarja lauseita sarjoille

Lause 2.17. Jos sarja Y xy suppenee, niin Elklim B =)
k=1 — 00

Lause 2.19. Oletetaan, ettd Zzozl xj; Jo Zf:l Yyr ovat sarjoja. Jos ne suppenevat,
niin silloin suppenevat myds sarjat > oo (T + yi) ja > poq(axy) (missi a € R).
Suppenemistapauksessa sarjojen summalle patevat kaavat

>0 oo o0 o0 o0
Z(ka-i-yk) =Z$k+zyk ja Z(al‘k) ZGZl‘k-

k= k=1 k=1

L k=1 k=1
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