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Kayran parametriesitys

Kuvaus ¢t — (z(t),y(t)) on jatkuva, jos seké kuvaus z: I — R ettd y: I — R
ovat jatkuvia, jolloin sanomme, ettd (arvo)joukko

(3.80) C={ (z(t),yt) | tel}

on jatkuva kdayrd ja itse kuvaus t +— (:C(t), y(t)) on kiyrdan C' parametriesitys.
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Ympyran parametriesitys

Esimerkki 3.83. Melko suoraan sinin ja kosinin maéaéaritelmista liitteessa C, ks.
sivu 83, seuraa, ettd r-siteiselld, origokeskiselld ympyrilla on parametriesitys
x(t) = rcost, y(t) = rsint, missa t € [0,2n]: Yhtadltd kaikki ympyrdin pisteet
saadaan tihdn muotoon, ja toisaalta kaikki tdllaiset pisteet ovat ympyrdlld!

YA

(Taysin injektio tdméa parametri-
- esitys ei ole, silli (r,0) tulee, kun
t=0 jakun t =2%.)




Injektio

Kuvaus on injektio, jos mitkaan kaksi lahtojoukon pistetta eivat kuvaudu samalle

maalijoukon pisteelle.

Y

Tama ei ole injektio!

Tama on injektio



Injektio koordinaatiossa

Kuvaus on injektio, jos mitkaan kaksi lahtojoukon pistetta eivat kuvaudu samalle
maalijoukon pisteelle.

Tama on injektio Tama ei ole injektio!



Kayran pituus integraalin avulla

Lause 3.82 (Kéyrédn pituus integraalin avulla).
(a) Jos f: [a,b] = R on jatkuvasti derivoituva, niin kuvaajalla y = f(x), missd

a<x<b, on pituus
b
/ V1+ (f(@)’

(b) Jos x: [a,b] = R ja y: [a,b] = R ovat jatkuvasti derivoituvia ja jos kuvaus
t— (z(t), y(t)) on (ainakin melkein) injektio, niin kayrdlld muotoa (3.79),
C = {(z(t),y(t)) | a <t < b}, on pituus

/a VE@0) + (@) d.




Epaoleellinen integraali (yhden rajan suhteen)

3.6.1 (A) Yhden rajan suhteen eo. integraali

Jos|la € R,|be RU{xx},a<bja f: [a,b] = R on integroituva [a, b[:n suljetuilla
osavileilla [a,c] (missd a < ¢ < b), mééritelladn epdoleellinen integraali

c—b—

(3.85) /abf(;v) dz = lim /acf(ar) dx

(Ilyhyesti eo. integraali) edellyttien, ettid ko. raja-arvo on olemassa. Jos raja-arvo
fab f(x)dx on reaalinen, sanotaan eo. integraalia (3.84) suppenevaksi. Jos raja-
arvoa (3.84) ei ole olemassa tai se on oo tai —oo, eo. integraalia (3.84) sanotaan
hajaantuvaksi.

Vastaavasti madritelldén epaoleelliset integraalit

b b
(3.86) / f(z)dz = lim / f(z)dz

tapauksessa, jossa a € RU{—o0},|b€R,|a<bja f: ]a,b] = R on integroituva
vileilld [c,b] (missd a < ¢ < b).




Epaoleellinen integraali (kahden rajan suhteen)

3.6.2 (B) Kahden rajan suhteen eo. integraali. Tiheysfunktio

Madritelma 3.94 Oletetaan, ettd a € RU {—o0}, b € RU {0}, a < b ja
f: la,b] — R on integroituva yli vilien [c,d] C Ja,b[. Valitaan ¢ € ]a,b| ja
madritelladn epdoleellinen integraali

(3.95) / " Pl — / " pilign 4 / ’ fo)da.,

mikali kumpikin oikean puolen epéoleellinen integraali suppenee (erikseen), jolloin
P : : . b
sanomme, ettd epéoleellinen integraali fa f(x)dx suppenee. Muussa tapauksessa

sanomme, etti fab f(z)dz hajaantuu. L]



Majorantti- ja minoranttiperiaate

Lause 3.90. Oletetaan, etti —oo < a < b < 0o, funktiot f ja g: [a,b] = R ovat
jatkuvia sekd 0 < f(z) < g(z).

(i) (Majoranttiperiaate) Jos f g(x)dx suppenee, suppenee myos f f(z)dz.

(ii) (Minoranttiperiaate) Jos f f(z)dx hajaantuu, hajaantuu myos f g(x)dx.
Lisaksi: Tdssa hajaantuminen on samaa kuin hajaantuminen kohti aaretonta.



Pyorahdyskappaleet 1

Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on jatkuva funktio. Kun kdyrd y = f(z)
pyorahtiad “zyz-avaruudessa” R? z-akselin ympéri, syntyy pyérihdyskappale

(3.76) V= { (z,9,2)

Kuva:

a<z<b y*+2< (f(,l))2 }

YA

sY




Pyorahdyskappaleet 2

Lause 3.77. Pyordhdyskappaleella V, (3.76), missd f on jatkuva, on tilavuus

Tr/ab (f(;l'))2 dx .

Jos f on jatkuvasti derivoituva, nun V :n vaipalla on ala

27r/ |f(1)|\/1 + (f'(x))*dzx.



