Matemaattisen analyysin

tukikurssi
8. kurssikerta (12.11.2019)



Integrointisaantoja

Lause 3.21. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat integroituvia yli vdlin [a,b] sekd
etti o ja B € R. Tadlloin seuraavat pdtevit:

(a) Myés af + Bg on integroituva yli vilin [a,b], ja

/ab(af + Bg)(z) dz = a/abf(:r) dz + g/abg(x) T

(b) Jos f(z) > g(x) kaikille x € [a,b], niin

[ rwar [ gwyar

Erityisesti: Jos f(x) > 0 kaikille x € [a,b], niin

b
/ f(z)dz > 0.



Integrointisaantoja

(c) Jos a <c<b, nin

/abf(:c)d:cz/acf(:v)d:v+/cbf(:1:)d:1:.

Itse asiassa tamd kaava pdtee riippumatta a:n, b:n ja c:n jdarjestyksestd,
kunhan f on integroituva yli laajimman kaavaan liittyvdan vdlin.

Lause 3.26. Jos f: [a,b] — R on jatkuva, niin f on (rajoitettu ja) integroituva.



Integraalilaskennan valiarvolause

Lause 3.29 (Integraalilaskennan viliarvolause — lyhyesti IVAL).
Jos f: [a,b] = R on jatkuva, niin on olemassa sellainen piste & € [a,b], ettd

/ Fladpdi— Pl =il

Siis jos funktio on jatkuva jollain valilla [a,b], I0ytyy talta valilta sellainen piste,
jossa funktion arvo = funktion arvojen keskiarvo valilla [a,b]



Analyysin peruslause 1

Lause 3.31 (Analyysin peruslause, osa 1 — lyhyesti APL/1).
Oletetaan, etta f on jatkuva valilla I ja a € I. Tdllowin funktio F: I — R, jolle

(3.32) F(z) = / " f)dt.

on f:n antiderivaatta, ts. funktio F' on derivoituva ja F'(x) = f(x) kaikille x € 1
(mahdollisissa pddtepisteissi derivaatta on toispuoleinen).

Otamme nyt kayttoon lauseeseen APL/1 perustuvan, kohtalaisen turvallisen

antiderivaatan merkinnén, jossa funktion f minka tahansa antiderivaatan arvoa
pisteessda x voidaan merkitd

(3.33) / iyt



Kolmiojutska

Huomautus 3.36. Funktiolle f: [a,b] — R piteviit seuraavat ominaisuuksien
implikaatiot ja “epaimplikaatiot”:

jatkuva
XK
o S

integroituva :Z’ antiderivoituva



Antiderivointisaantoja

Lause 3.37. Seuraavat kaavat erindisten funktioiden f antiderivaatoille [ f(t)dt
pitevit valilla I — joka on mielivaltainen, ellei toisin sanota.'?

T T dt T s
(1) / adt =az+C (a merkitsee vakiofunktiota) (10) / T / (1+tan®t)dt = tanz + C (ICRN(5+7Z))
(2) / | —T}Ll 4+ C (r # —1; usein vain I C ]0,00]) 0 / sin?t / Gk =S G (elshdy
Toodt
1 (12) ——— =arcsinz + C = —arccosz + C' (I cl-1,1[)
3) / 1 dt = / Ldt=Inle|+C  (haihille I C R~ {0)) Vi-?
(13) / %:mtanx+0=—mcotx+0’
(4) / e 1+t
. 1 (Kaavoissa (12) ja (13) vakioille on C' = C' + 3, koska arcsinx +arccosx = §
(5) / atdt—l—a +C {20, w2 1) arc tan x + arccot )
na
(6) /z L A———— (14) / f&)(f@) dt = L (f@)y ™ +C (r#-1) (ks. seur. sivu)
T * ’ f/t o . .
(7) / costdt = sing + C (15) / F @) (f) at = / 0 dt = In|f(z)|+C (ks. seur. sivu)
x (16) / f(t (ks. seur. sivu).
(8) / tantdt = —In|cosz|+ C (kun I CR N (5 +7Z))
z Sdadanndissd (14)-(16) on f jokin vdlilld I derivoituva funktio; sianndssi (14) on
9) / cottdt = In|sinz| + C (kun I C R\ 7Z) usein (erdille vakion r arvoille) lisiksi oletettava, etti f(t) > 0 kaikille t € I, ja

sidnndssi (15), ettd f(t) # 0 kaikille t € 1. |



Osittaisantiderivointi

Tulon derivoimissaannosta : ;
D(fg)=fg+ fg

saadaan, jos f'g ja fqg' ovat erikseenkin antiderivoituvia, lauseen 3.8 avulla kaava

()o@ = (f)(&) = / Cp()e(t) d + / F(t)g (1) dt

ja tasta edelleen ns. osittaisantiderivointisddnto

(3.40) / g0 dt = fla)g(x) / gt dt.

Sitd voi yrittda soveltaa esittamalla antiderivoitava funktio h sopivalla tavalla
tulona h = fg'. Mieti, miksi kaava (3.40) pitee sopivin jatkuvuusoletuksin!



Sijoituskeino: tapa 1

x g ! (z)
[ 1@ar= " " sm) d@a.

1. Sijoitetaan x tilalle g(t) ja dx tilalle g’(t) dt.
2. Lasketaan antiderivaatta t:n suhteen.
3. Sijoitetaan lopputulokseen t:n paikalle g™'(x).



Sijoituskeino: tapa 2

h(z)

/ xk(h(:r)) b (z)dz = / k(t)dt .

1. Sijoitetaan h(x) tilalle t ja h’(x) dx tilalle dt.
2. Lasketaan antiderivaatta t:n suhteen.
3. Sijoitetaan lopputulokseen t:n paikalle h(x).

(vahan sama kuin edellinen mutta “toisinpain”)



Mielenrauhaa

Vaikka f:n antiderivaattaechdokas (tietylla valilla I') olisi saatu
epamddraisin tai muuten epdailyttdvin keinoin, kuten
e soveltamalla kaavoja tarkistamatta oletuksia,

e soveltamalla kaavoja rikkoen(?) oletuksia (vrt. esimerkin
3.47.1 tapa I vilille R),

e tietdmattid, mitd oikein tekee,
e arvaamalla tai

e kiyttamalld kontrolloimatonta ohjelmaa (laskimessa tai
tietokoneessa),

lopputuloksen F' voi osoittaa antiderivaataksi (mikéli se on)
vksinkertaisesti derivoimalla sen ja toteamalla, etta F' = f.
Kaikki antiderivaatat vililld I saadaan sitten lauseesta 3.6.




