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Osamurtokehitelma



Trigonometristen funktioiden antiderivointi

Jos R(sinx,cosx) on sinx:n ja cosx:n rationaalinen lauseke, niin antiderivaatta-
tehtava

/ R(sinz, cos x) dx

palautuu valilla |-, 7| rationaalifunktion antiderivaattatehtiaviksi sijoituksen

L 2
(355) tan z — t’ g = Qﬁtant, “dr = . dt”
2 L =3

(ks. muistisdanto (3.46) ja sen alla) avulla. Talloin ovat nidet voimassa kaavat

. 2t , 1 —t2
(3.56) sinz = ja cosr=

1+ ¢2 1+¢2°




Trigonometristen funktioiden antiderivointi 2

Erikoistapaukset R(z,y) = 2", R(z,y) = y": Muotoa [“sin"tdt, [ cos™ tdt,
missd n € Z, olevia antiderivaattoja voi laskea monin tavoin:

(a) Sijoitetaan tan 3 =t (jos m on parillinen, sijoitus tanz = ¢ on parempi).

T T T
(b) / sin?™tl gz dx = / sin?™ zsinzdzr = /(1 — cos’z)™sinzdz =

(Sijoitus cosz =%, “—sinzdz = dt”.)

3.45 Srariig _
e _/ (1—2)™dt,

jossa kohdefunktiona on polynomifunktio. (Oletukset? Patevyysvilit?)

(c) Osittaisantiderivoinnilla voidaan johtaa palautuskaavat (joissa n > 2):

T T
/sin"tdz‘ = —%Silln_l;'L“COS;l' + ”,—:1/ sin" "2t dt,

xTr T
/ cos"tdt = %COS'I—I;I‘Sill;l* + %/ cos" 2 tdt.



Trigonometristen funktioiden antiderivointi 3

(d) Trigonometristen kaavojen kéaytto.

Esimerkiksi [ cos?tdt ja [*sin®tdt voidaan helposti laskea kaavojen

1 — cos 2t
2

; 1+ cos 2t . -
cos’t = 5 ja sin?t =

avulla (harjoitustehtivi). Edelleen esimerkiksi

L g o N T r1 —cos2t\2
/si114tdt:/ (sinzt)zdtz/ ( CQOS ) dt

lasketaan loppuun samojen kaavojen avulla.




Trigonometristen funktioiden antiderivointi 3

Muotoa [ “sin pr singz dz, 1l “sinpz cosqrdz ja | “ cospz cosqrdzr olevat
antiderivaatat voidaan laskea kayttamalla kaavoja

[ sinpx singr = %[cos(p — q)x — cos(p + q)x]
)z|

(3.58)  cospx cosqr = 5[cos(p + q)x + cos(p — q)x]

D= D= DN

| sinpx cosqz = 3[sin(p + q)z + sin(p — q)z] .

Trigonometrisissd antiderivaattatehtéivissd kannattaa yleensd hetki miettid
mahdollisuuksia kaavakokoelmista (MAOL) loytyvien kaavojen kayttoon ennen

kuin esimerkiksi kéyttdé sijoitusta tan 5 =t.



Analyysin peruslause 2

Lause 3.59 (Analyysin peruslause, osa 2 — lyhyesti APL/2).
Oletetaan, etti F: [a,b] — R on jatkuvan funktion f: [a,b] — R antiderivaatta.
Tdlloin (on olemassa)

merkitddan

/a : f(z)dz = F(b)— F(a) "= / bF(I).



Osittaisintegrointi & sijoituskeino

Osittaisintegrointikaavaksi tulee (joudumme sivuuttamaan perustelun)

(3.61) / f(@)d(z) dz = / f(@)g(x) - / ' Ploli

mikéli f ja g ovat derivoituvia sekia [’ ja ¢’ integroituvia valilla |a, b|.
Ja | Ja g .

Sijoituskeinosta: Oletetaan, etti f: [a,b] — R on jatkuva ja g: [a, 5] — [a,b]
jatkuvasti derivoituva kuvaus, jolle g(a) = a ja g(3) = b. Télléin (3)

(3.63) /f(;r)d;r:/ f(g(t))g'(t)dt.




Pinta-alalaskentaa 1

Lause 3.69. Oletetaan, etti f ja g ovat vdlilli [a,b] integroituvia funktioita
(yleensd f ja g ovat sovelluksissa jatkuviakin).

(a) Jos f(xz) > 0, niin kuvaajan y = f(x) sekd suorien y =0, x =a jaxz =b
rajoittamalla joukolla

A={(z,y)|a<z<b, 0<y< f(z)} onala /bf(;l')dr.

Kuva a-kohdasta:

Y1
y = f(x), missd f on epdjatkuva xg :ssa

(A on varjostettu osa)

f(xo) 1

=Y




Pinta-alalaskentaa 2

(b) Kuvaajien y = f(x) ja y = g(x) sekd suorien x = a ja x = b rajoittamalla
joukolla A= {(z,y) | a<zxz<b, y on f(z):n ja g(x):n vilissi } on ala

b
/ |f(.z) — q(1)| dzx .
Kuva b-kohdasta jatkuville f ja g:

YA
(A on varjostettu)

%%%d@

=Y

t ;




