Matemaattisen analyysin

tukikurssi
11. kurssikerta (3.12.2019)



Kahdesta kolmeen ulottuvuuteen

Yhden muuttujan integroinnissa laskettiin Tasointegroinnissa lasketaan vastaavasti
pinta-alaa kayran alla tietylla valilla: tilavuutta kayran alla tietylla tason alueella:




Tasointegraali suorakulmiossa

T = (a8 % [g,d = {ley) |sfx<h egLd]



Integrointialueena suorakulmio: jaot

Mairitelmi 4.1. Oletetaan, ettd a < b ja ¢ < d. Suorakulmion [a, b] X [c, d] jako
D tarkoittaa osasuorakulmioiden

»
kokoelmaa, missi (xg,x1,...,xx)on vilin [a,b] jako (ks. 3.12) ja (yo, Y1, - - -, Ye)
\
on vilin [¢,d] jako. ' i}
\
\

Tassa virhe! Pitaisi olla [yj_1, yj]




Integrointialueena suorakulmio: summat

Mééritelmén 4.1 tilanteessa merkitdin Ax; = x; — 2,1, Ay; = ¥ — yi—1 ja
a;; = Ax;Ay; , suorakulmion T;; geometrinen ala, seké

M = sup fT, m.=int [T, M;; = sup fT;;, m,; = inf fT;;

Maidritelmé 4.2. Oletetaan, ettd a < b, c<d ja f:T =]a,b] X [c,d] = R on
rajoitettu funktio. Suorakulmion 7" jakoon D liittyy kolmenlaisia summia:

ko
ylisumma Sp = > > Ma;; ,

i=1j=1
ke
alasumma sp =Y. Y mia;;  ja
i=1j=1
k¢
Riemannin summat Rp., =) > f(uij)ai; (valituille w;; € T;;). ]

i=1j=1



Integrointialueena suorakulmio: integraalit

Taaskin on sp < Rp, < Sp ja kaikille 7" jaoille D; ja Dy on sp, < Sp,,
ja saadaan maaritellyiksi reaaliluvut

fm alaintegraali I = sup sp ja fm ylaintegraali I = i%f Sp
D

Maéritelmi 4.3 (Riemannin integraali suorakulmiossa).

Oletetaan, ettd f: T'— R on [rajoitettu| funktio suorakulmiossa 7. Jos I =1 =1,
niin f on integroituva T:ssi (eli integroituva yli T:n) ja luku

/f_/fda_/fcrydxdy_f (€ R)

on f:m tasoz’ntegmalz ylz T i




Tasointegraali rajoitetussa tasojoukossa



Nollajatko

Oletetaan, etti. A C R? on rajoitettu joukko, ts. joukko, joka sisiltyy johon-
kin tason suorakulmioon 7. Oletetaan liséksi, ettd f: A — R rajoitettu funktio.
Talloin f:n nollajatko on funktio

0, k A
fo: R? — R, missa fO(T?j) — { ’ un (T)y) ¢

f(z,y), kun (z,y) €A

T:lloin selvisti f:n nollajatko on rajoitettu koko tasossa R? ja siten myds suora-
kulmiossa T" D A (jollaisia oletuksen nojalla on olemassa).

{3




Riemannin integraali rajoitetussa tasojoukossa

Maédritelmé 4.6 (Riemannin integraali yleisessi tasojoukossa).

Oletetaan, ettd f: A — R on rajoitettu funktio rajoitetussa joukossa A C R2.
Sanomme, ettd f on integroituva yli A:n, jos sen nollajatko f, on integroituva yli
jonkin sellaisen suorakulmion 7', ettd A C T'. Téllsin reaaliluku [, fo (sic!) on
f :n tasointegraali yli A :n ja merkitdan

A/ f - A/ fda = é [ f@dzdy - / fi  (eR). ?




Pinta-ala & mitallisuus

Huomautus 4.8. Voidaan osoittaa, etti rajoitetulla joukolla A C R? on pinta-ala

a(A) :/1 =//1d:1:dy = //d:z:dy (>0),
A A A

jos ja vain jos| vakiofunktio 1: A — R on integroituva yli A:mn. Jos joukolla A
on pinta-ala, sanomme myos, ettd A on mitallinen (Jordan-mitallinen). il

Maiiritelmé 4.9 (Nollamittaisuus). Oletetaan, ettd C' C R? on rajoitettu joukko.
Joukko C' on nollamittainen, jos C' on mitallinen ja sen mitta a(C) = 0. i



Kasitteita

Masritelmi 4.11. 20 Oletetaan, ettd A C R? ja ry = (z9,yo) € R? — tai, jos
haluat, xo = (xg,%0) € R?. Siis tasojoukko A ja tason piste ry.

(i) Kaikille € > 0 joukko
(4.12) B:(ro) ={ (z,y) €eR* | (x —z0)* + (y —w0)* <& }

(ro-keskinen, e-séiteinen kiekko ilman reunaympyrdd) on ro:n €-ympdristo.
Tai, jos haluat, voimme puhua x¢:n r-ympéristostd B, (xo) kaikille r > 0.

(ii) Piste ro € R? on joukon A

(a) sisdpiste, jos ympéristd B.(rp) C A jollekin € > 0;
(b) ulkopiste, jos ympiristé B.(ro) C R* \ A jollekin € > 0;

(c) reunapiste, jos se ei ole sisé- eikd ulkopiste.

(iii) Joukon A reuna on

OA = {(z,y) € R*| (x,y) on A:mn reunapiste }. m



Mitallisuudesta & integroituvuudesta

Lause 4.15. Oletetaan, etti joukko A C R? ja funktio f: A — R ovat rajoitettuja.

Tdlloin
(1) Joukko A on mitallinen,

70S ja vain 708

sen reuna OA on nollamittainen.

(2) Jos A on mitallinen ja f on jatkuva, niin f on integroituva yli A:n.

(Samoin, vaikka f:lld olisi epdjatkuvuuspisteiti, jos ne muodostavat nolla-

mittaisen joukon.)

(3) Jos a(A) =0, niin f on integroituva yli A:n ja [ f=0.
A

Siis jalleen jatkuvuus -> integroituvuus!



Tasointegraalin laskeminen kaytannossa



Kuten aiemmin

Huomautus 4.18. Tasointegraalille pitee esimerkiksi (vrt. lause 3.21):
Kun tasojoukko A C R? on mitallinen (toisin sanoen: reunaltaan nollamittainen)
ja kun joukon A funktiot f, g: A — R ovat integroituvia (esimerkiksi: jatkuvia)

— jolloin kaikki ovat perusoletusten mukaan rajoitettuja —, on olemassa
(1) /(f+g) =/f+/g
A A A
(ii) /(’f = c/ ¥, kun ¢ € R on vakio,
A A
(i) m-a(Ad) < / f < M-a(4), kun m =inf fA ja M =sup fA,
A

(iv) /j = /]‘ - /j kun A; ja Ay ovat mitallisia sekd a(A; N Ay) =0

A1UAS



lteroitu integraali suorakulmiossa

Lause 4.19. Oletetaan, etti T = [a,b] x [c,d] on tason R* suorakulmio ja etti
f: T — R on integroituva. Jos f(d f(z,y)dy = g(x) on olemassa kaikille x € [a,b],

nin b 5 p
/f - /g(ﬂ?) dx =/ /f(-”l?,y) dy |dz.
i & a a c

Vastaavasti jos f; f(x,y)dx = h(y) on olemassa kaikille y € [c,d], niin

d
/}‘:/ (y) dy—/ /fTZj dz | dy. il
7 c

[ ([l = [




X- Ja y-projisoituvuus

Maaritelma 4.23. Oletetaan, ettd g, ja go ovat | jatkuvia | reaalifunktioita vélilla

la,b] ja ettéd | g1(x) < go(x) kaikille x € [a,b].| Kuvaajien y = g1(x) ja y = ga(x)
sekd suorien r = a ja xr = b rajoittama joukko

(4.24) A={(z,9) | a <z <b, gi(z) <y < gao(x) }

on x-projisoituva. Vastaavasti kuvaajien r = ¢1(y) ja * = g2(y) sekéd suorien
y = a ja y = b rajoittama joukko

B={(a:,y)| a<y<b, 91(?/)§5’7§92(?/)}

on y-projisoituva. L]



Iteroitu integraali yleisessa rajoitetussa joukossa

Lause 4.26 (Tasointegraalin laskulause). Oletetaan, ettd
A = { (x,y) ‘a<'r<b g1(z) <y < gox )}

on x-projisoituva (so. (1) g1 ja go jatkuvia ja (2) g1 < g2) ja f: A — R jatkuva.

Tdlloin g2(2)
/f—/dT/ dy fiz, u).
g1(x)

A={(z,y) | c<y<d, h(y) <z <holy) }

on y-projisoituva (so. (1) hy ja he jatkuvia ja (2) hy < hsy ), niin vastaavasti on

ha(y)
/}‘-/dy/} dz f(z,9). m

Jos




Muuttujainvaihto tasointegraalissa



Napakoordinaattiesitys

Esimerkki 4.30 (Napakoordinaattiesitys TEKNISESTI).
Jokaisella tason pisteelld (z,y) € R?* on napakoordinaattiesitys

T = st
(4.31) {T TC.OS joillekin r > 0 ja t € [0, 2x].
y=rsint

Kéaantéen téallainen esitys (Va,ikka. siind sen sijaan, ettd t € [0,27[, olisi t € ]R)
aina antaa tason pisteen (x,v).



Napakoordinaattiesitys graafisesti
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Suorakulmio [0,1] x [0,27] “re-tasossa”. .. ...sekd sen g-kuva “ry-tasossa”.
Sinisilld r on vakio, punaisilla @ on vakio. Samoin on vakioisuus tdssd!



