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Muuttujainvaihto tasointegraalissa
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Muuttujainvaihtokaava

Oletetaan (oikea kuva), ettd f: A — R on integroituva tasojoukossa A C R?
(jolloin kummankin tiedetéiéin olevan vihintdénkin rajoitettu®). Oletetaan vield,
ettd g: B — A on jatkuvasti derivoituva melkein bijektio, missi myos B C R? on
rajoitettu tasojoukko. Silloin on olemassa — vrt. edella (3.67) eli (%) —

/ F = / (fog) |.]g| eli toisin kirjoittaen
A B

//f(zy) dedy = //f(gl(u.’u),gg(u,U)) ng(u,U)’du dv.
A B

(4.33)



Melkein bijektio

Masritelmé 4.35. Oletetaan, ettd g: B — A on funktio, missd B ja A ovat
tasojoukkoja. Sanomme, ettd g on melkein bijektio, jos |joko| g on injektio ja
AN gB — tosin sanoen niiden A:n pisteiden joukko, jotka ewat ole g:n arvoja —
on nollamittainen |tai| g on surjektio ja ne A:n pisteet, joille g kuvaa useamman
kuin yhden B:n pisteen, muodostavat nollamittaisen joukon. u

Kuvauksen ¢g: B — A melkein bijektiivisyys siis tarkoittaa, ettd jompi kumpi
seuraavista on voimassa:
Injektio ja melkein surjektio: A:lla on nollamittainen?’ osajoukko, jonka pis-
teet (x,y) eivdt lainkaan ole muotoa “(z,y) = g(u,v) jollekin (u,v) € B”
mutta loput pisteet ovat yksikdsitteiselli tavalla titd muotoa.?®

Surjektio ja melkein injektio: A:lla on nollamittainen?’ osajoukko, jonka pis-
teet (x,y) ovat monikdsitteiselld tavalla muotoa “(z,y) = g(u,v) joillekin
(u,v) € B” mutta loput pisteet ovat yksikdsitteiselld tavalla titd muotoa.



Injektio + surjektio = bijektio
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“Melkein” = funktio on kaikkialla muualla paitsi yksittaisissa pisteissa bijektiivinen.



Jacobin determinantti kahden muuttujan funktiolle

- Nyt g : R* = R?, joka voidaan kirjoittaa muodossa g(u,v) = (g1(u,v), g2(u,v))
- Jacobin matriisi on matriisi, jonka alkiot koostuvat funktion g kaikista
osittaisderivaatoista:

Digi Dogy
Di1ga  Dago

- Jacobin determinatti on taman matriisin determinantti:

Dign Dagq

J. =
Di1ga  Dago

= D1g1 - Dago — Dag1 - D192




Napakoordinaattiesitys

Esimerkki 4.30 (Napakoordinaattiesitys TEKNISESTI).
Jokaisella tason pisteelld (x,y) € R? on napakoordinaattiesitys

F=TCO8T

(4.31) joillekin r > 0 ja t € [0, 2.

Yy =rsint
Kéaantéden téallainen esitys (Vaikka. siind sen sijaan, ettd t € [0,27[, olisi t € R)
aina antaa tason pisteen (z,y).

Jos kiekon keskipiste on (xg,yy), el vilttdmittd origo, kiytetiin muunnosta

T = Top+Trcose
Yy =1y +rsiny

jossa kyseessi ovat napakoordinaatit “napana” (g, yo).



Napakoordinaatit muuttujainvainhdossa

Muunnos g, jolle
g(r,p) = (2(r,9), y(r, p)) = (reosp, rsing),
kuvaa “re-tason” suorakulmion B = [0, R] x [0, 27| melkein bijektiivisesti kiekolle
A = Bg(0) = { (z,y) | 2*4+y* < R* }. Katso ylle, alaluvun 4.3 alkua ja esimerkkeji
4.30 ja 4.32. Muunnoksen ¢ Jacobin determinantti pisteessi (r, ) on r:

Tl Dix Dy D,(rcosyp) D,(rcosyp) cosy —rsing

Jg\T, Q) = r,y)= : : s

ke Dy Dyy|" u D, (rsing) D,(rsiny) singp  rcosp
= r(cos® p +sin’p) =r (>0).

(4.33) nojalla saadaan, kun A = Bg(0) on ym. kiekko, integroituvalle f: A — R kaava

a3 [ [ seomrinsyrri




Avaruusintegraalit

Avaruuden R* = { (z,y,2) | x,y,2 € R} suorakulmaisessa sirmiossd
T = lablXledl XIpg = {1 @42 | dax2Ll, é<pyp<d, pL:<54}

médritellyn rajoitetun funktion f: T — R integraali fT f



Xy-projisoituvuus

Samastetaan R? C R? kuvauksen (z,y) — (z,y,0) vilitykselld ts. ajatellaan,
ettd R? on R3:n “zy-taso”. Joukko

(4.41) V={(z,y,2) € R | (z,y) € 4, ci(z,y) < z < ca(z,9) }

on xy-projisoituva, jos (i) A C R? on mitallinen, (ii) ¢;: A - R ja co: A - R
ovat jatkuvia sekid (iil) |co > ¢ |




Avaruusintegraali iteroituna integraalina

Jos V on zy-projisoituva kuten ylla ja f: V' — R on jatkuva, niin on olemassa

c2(z,y)
(4.42) /f —//( /f(.’L’,'y, z)dz)d.ndy.
7% A c1(z,y)

Lisdksi: Jos tédssd mitallinen joukkomme A on edelleen x-projisoituva, siis muotoa
{(z,y) | a1 <z < ag, bi(z) <y < by(x)} jatkuville by, bo: [ar,as] — R, joille
by < by, avaruusintegraali [ f palautuu kolminkertaiseksi iteroiduksi integraaliksi
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Toisten muuttujien suhteen

Kaavoissa (4.41) ja (4.43) projektiosuunnat ovat vaihdettavissa tilanteen mukaan
(esimerkiksi yz- ja zx-projisoituvat V, y- ja z-projisoituvat A ja niin edelleen).
Jos esimerkiksi — vrt. kaava (4.41) — joukko V' on yz-projisoituva,

V={(2,9,2) eR®| (y,2) € B, di(y,2) <z < da(y,2) },

ja jos B on z-projisoituva joukko B = {(y,2) | e1 < z < eq, q1(2) <y < g2(2) }
yz-tasossa, niin kaavan (4.43) integraali saadaan oikein oletuksin myods muodossa

g2(z) da2(y,z)

/ P / o [y [ oy,

el g1(z) di(y,z)

ja joskus tdmé voi olla helpompi laskea kuin (4.43) tai toisin péin.



Muuttujainvaihtokaava avaruusintegraalissa
Jos integraalissa [[ f‘ f(x,y,z)drdydz halutaan siirtyd uusiin muuttujiin
u, v, w jatkuvasti derivoituvan ja melkein bijektiivisen muunnoksen ¢g: B — V',

jolle g(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)), avulla, on jélleen muistettava
“kompensoida” mittojen paikallinen muuntuminen! Tamén tekee g:n Jacobin
determinantin
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']g — Dllj Dzy D;g'y
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itseisarvo IJ | Kun f: V — R on integroituva, saamme kaavan
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Pallokoordinaattiesitys

R%:n kuulan V = {(z,y,2) | z° + y* + 2° < R*} pisteelld (z,y,2) on aina ns.
pallokoordinaattiesitys:

z =rsinfeosy, y=rsindsing, z=rcosh, missa

r = /22 + y2 + 22, pisteen (z,v, z) etiisyys origosta (0 < r < R),
6 = pisteen (x,y, z) paikkavektorin ja pos. z-akselin vilinen kulma (0 < 6 < ),

¢ = projektiopisteen (z,y,0) napakulma “ry-tasossa” (0 < ¢ < 2m).



Pallokoordinaatit muuttujainvaihdossa 1

Muunnosfunktio:

Pallokoordinaattimuunnos g: B = [0, R] x [0, 7] x [0,27] — V', missé
g 0. @y = (&2 )05 0, 8) = (1 sin 6 cos ¢, rsinf sin @, r cos 9)

(katso kuvaal!), on srk. sarmion B jatkuvasti derivoituva melkein bijektio V :lle.



Pallokoordinaatit muuttujainvaihdossa 2

Jacobin determinantiksi tulee:

D 1T DQ xr D3 T
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Pallokoordinaatit muuttujainvaihdossa 3

Jolloin muuttujainvaihtokaavaksi pallokoordinaateille saadaan:

/// f’(:I:,-,'y, Z) dz dy dz
v

T 27

R
/ /(19/ » f(rsinfcosy, rsinfsing, rcosf) - r’sinf.



Sylinterikoordinaattiesitys

Jos V={(z,y,2) | * +y* < R? a < z < b} on sylinteri eli lierio, kiytetiin
V:n pisteiden esittdmiseen usein sylinterikoordinaatteja p, ¢, z (lue: roo, fii, zet):
Pari (p, ) on projektion (z,y) “=" (x,y,0) napakoordinaattiesitys “ry-tasossa’.



Sylinterikoordinaatit muuttujainvaindossa

Muunnosfunktio
g: [0,R] x [0,27] X [a,b] =V, g(p,¢,2) = (z,y,2) = (pcosp, psinyp, z),

on jatkuvasti derivoituva melkein bijektio, ja

cosp —psing 0

Jy(p,0,2) = |sinp  pcosp 0| =p (=,
0 0 1

joten saamme V :ssd integroituvalle funktiolle f kaavan (4.45) nojalla sylinteri-
koordinaattien muuttujainvaihtokaavan

(4.48) /f /fog)\,]gy eli
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