Koostaneet Juulia Lahdenpera ja Juha Oikkonen Summamutikka-keskus

Professorin pahkinat

Avainsanat: logiikka, pdaattely, Iluvut, yhtdlét, Ilukuteoria, tasogeometria,
avaruusgeometria, kombinatoriikka, vektorit

Luokkataso: 1.-2. luokka, 3.-5. luokka, 6.-9. luokka, lukio
Vilineet: -

Kuvaus: Tehtavadn on koottu pienta purtavaa vastauksineen matematiikan eri osa-
alueilta.

Saatteeksi

Tehtavaan on koottu useita eritasoisia pulmapéahkinéitd matematiikan eri osa-alueilta, ja
niistd monia on kaytetty menestyksella aivan alaluokkalaisten kanssa. Tehtavat on
tarkoitettu matematiikan, sen oppimisen ja opettamisen lahtokohdiksi. Jokaisen tehtavan
kohdalla kannattaakin miettia ainakin seuraavia kysymyksia:

e Miten tehtava ratkeaa?

Miten erilaisia oppilaita voi auttaa loytdm&an ja ymmartamaan ratkaisun?
Miten tehtavan aihepiiria voi muunnella?

Miten tehtavan vaikeustasoa voi muunnella?

Esimerkki (Kombinatorista paattelya, tehtava 1)

Tessu-koira hakee sukkia pimeassa huoneessa olevasta laatikosta. Sukat
ovat sinisia tai punaisia, mutta muuten taysin samanlaisia. Montako sukkaa
Tessun on vahintdan otettava voidakseen olla varma siitd, ettd otetuista
sukista riittaa jokaiseen tassuun samanvarinen sukka?

Kysymyksia pohdittavaksi:

e Kuinka monta sukkaa Tessu tarvitsee?

e Onko kolmas sukka valttamatta samanvarinen kuin ensimmaisen tai toinen sukka?

e |hannetapauksessa samanvériset sukat loytyvat heti ensimmaisella yrityksella.
Mutta mika on huonoin mahdollinen tilanne?

e Miten tehtdvd muuttuu, jos sukkia etsii aamu-uninen opettaja? Enta jos sukat on
hukassa vaikka kovakuoriaisella tai tuhatjalkaisella?

e Voiko tehtavan ideaa yleistaa?

e Miten erilaisten sukkien lukumaara vaikuttaa tehtavaan?

Usein pulmatehtavien matemaattinen sisalté on ennemmin ratkaisuprosessissa kuin itse
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vastauksessa. Keskeinen kysymys onkin oppijan haastaminen mielekkaalta tuntuvaan ja
turvalliseen alylliseen seikkailuun.

Tehtavien jaottelu aihepiireihin on karkea ja moni tehtava voisi olla useammassakin eri
kohdassa.

Logiikkaa

1.

Joku on pannut pippuria koiran ruokakuppiin. Tiedetaan, ettd tekoon on syyllistynyt
Kelju tai Kalju — tai molemmat yhdessa. Seudulla syylliset valehtelevat ja syyttomaét
puhuvat totta. Kelju tunnustaa: “Me olemme molemmat syyllisid.” Ketka ovat syyllisia?

Tiedetdan kaksi asiaa Allin sekavasta tunne-elamaéasta: Alli rakastaa Timoa tai Alli
rakastaa Mattia. Jos Alli rakastaa Timoa, niin hdn rakastaa Mattia. Keta Alli rakastaa?
Enta jos tiedamme, ettd han rakastaa vain yhta?

Alli turvautuu selvanékijan apuun setviessaan tunne-elaméansa koukeroita. Han sanoo:
“‘Minulle on kerrottu, etta jos Jaakko rakastaa minua, niin Kari rakastaa minua. Voinko
luottaa tdhan tietoon?” Selvanakija vastaa: “Jos Kari rakastaa sinua, niin saamasi tieto
pitaa paikkansa.” Mita Alli voi paatella?

Ulla Uljas on matkalla kelmien ja ritarien maassa. Kelmit ja ritarit ovat aivan
samannakoisia, mutta kelmit valehtelevat aina ja ritarit puhuvat aina totta. Molemmat
ovat lyhytsanaisia ja vastaavat vain yhteen kysymykseen — siihenkin vain “kylla” tai “ei”.
Ulla on tullut kahden tien haaraan, josta toinen tie vie majataloon ja toinen johtaa
suolle, missé& Hirmukoira sy0 kaikki tulijat. Risteyksessa seisoo joko kelmi tai ritari. Mita
Ullan pitaisi kysya voidakseen tietdd minne on turvallista menna?

Outomaassa on kahdenlaista vakea: viisaita, jotka tietdvat kaiken toden todeksi ja
epatoden epatodeksi seka hulluja, jotka luulevat kaiken toden epatodeksi ja epatoden
todeksi. Uuno uskoo, ettd han ja Tauno ovat hulluja. Ovatko he?

Edelleen Outomaasta: lina uskoo, ettd han tai Tiina (siis ainakin toinen) on hullu. Miten
on?

Edelleen Outomaasta: Saska uskoo, ettd han ja Jaska ovat samanlaisia — siis
molemmat hulluja tai molemmat viisaita. Miten nyt on?

. Ja tosi outoa Outomaasta: Ukko uskoo, etta Akka uskoo olevansa hullu. Miten on
heidan laitansa?
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Logiikkaa — vastaukset

1.

Jos Kelju olisi syytbn, han puhuisi totta sanoessaan, ettd he ovat molemmat Kaljun
kanssa syyllisid. Tama johtaa ristiriitaan. Jos Kelju taas on syyllinen, han valehtelee,
jolloin molemmat eivéat voi olla syyllisid. Nain ollen ainoa syyllinen on Kelju itse.

. Jos Alli rakastaa Timoa, han rakastaa myds Mattia. Jos Alli rakastaa Mattia, han

saattaa silti rakastaa myds Timoa. Nain ollen Alli rakastaa joko sek&a Timoa etta Mattia,
tai ainakin Mattia. Jos Alli rakastaa ainoastaan yhta henkil6a, tamé& henkilé on Matti.

Jos Kari rakastaa Allia, niin Jaakon sydamen tilasta ei osata viela sanoa mitdan. Jos
Kari ei kuitenkaan rakasta Allia, niin talldin mydskaan Jaakko ei héanté rakasta.

Ullan tulee osoittaa toista teista ja kysya: "Sanoisitko kylla, jos kysyisin paaseeko tata
tietd majataloon?” Jos tieta pitkin padsee majataloon, seka kelmi etta ritari vastaavat
kylla. Jos tieta pitkin ei paase majataloon, sekd kelmi etta ritari vastaavat ei. Nain Ulla
tietdd minne menna, oli risteyksessa totta puhuvasta ritarista ja valehtelevasta kelmista
kumpi tahansa.

Jos Uuno on viisas, niin hanen uskomuksensa itsensa ja Taunon hulluudesta on totta.
He ovat siis molemmat hulluja. Tama on ristiriita Uunon alussa oletetun viisauden
kanssa. Siispa Uuno ei voi olla viisas. Nyt koska Uuno on hullu, hdnen uskomuksensa
itsensa ja Taunon hulluudesta on epatosi. Siispa ainakin toinen henkiloistd on viisas.
Koska Uuno on hullu, niin valttaméatta Tauno on Viisas.

Jos lina on viisas, niin hanen uskomuksensa itsensa tai Tiinan hulluudesta on totta.
Koska lina on viisas, niin Tiinan tulee olla hullu. Jos lina on hullu, niin hanen
uskomuksensa itsensé tai Tiinan hulluudesta on epéatosi. Siispa he ovat molemmat
viisaita. Tama on ristiriita linan hulluuden kanssa. Siispa lina ei voi olla hullu, joten han
on viisas. Nain ollen lina on viisas ja Tiina hullu.

. Jos Saska on viisas, niin myds Jaska on viisas. Jos Saska on hullu, niin Jaska on

viisas. Siisp& Jaska on viisas, oli Saska kumpaa tahansa.

Jos Ukko on viisas, niin on totta, ettd Akka uskoo olevansa hullu. Jos akka on viisas,
niin hanen uskomuksensa omasta hulluudestaan on totta. Tama on ristiriita, joten Akka
on hullu. Jos Akka on hullu, niin hdnen uskomuksensa omasta hulluudestaan on
epatosi. Siispa Akka on viisas. Taméakin on ristiriita, joten Ukko ei voi olla viisas. Jos
Ukko on hullu, niin véite, ettéd Akka uskoo olevansa hullu on epéatosi. Siispd Akka uskoo
olevansa viisas. Jos Akka on viisas, hanen uskomuksensa omasta viisaudestaan on
totta. Jos Akka on hullu, hanen uskomuksensa omasta viisaudestaan on epatosi. Nain
ollen Ukko on hullu, mutta Akka voi olla seka viisas etta hullu.
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Lukuja ja yhtaloita

1.

Keksi laskutehtava, jonka ihminen pystyy suorittamaan, mutta mihin koulun laskimet
eivat pysty!

. Pipareita on pakattu yhta suuriin pusseihin. Poydalla on punainen ja sininen Kori.

Punaiseen koriin tyhjennéat kaksi piparipussia. Siniseen Kkoriin tyhjenn&t kolme
piparipussia. Sitten lisaat kolme piparia punaiseen koriin. Nyt koreissa on yhtd monta
piparia. Montako piparia on yhdessa pussissa?

Punaiseen koriin tyhjennat kaksi piparipussia. Siniseen koriin tyhjennat kolme
piparipussia. Sitten sy6t viisi piparia sinisesta korista. Nyt koreissa on yhta monta
piparia. Montako piparia on yhdessa pussissa?

Punaiseen koriin tyhjennat kaksi piparipussia. Siniseen koriin tyhjennéat nelja
piparipussia. Sitten lisdat kuusi piparia punaiseen koriin. Nyt koreissa on yhta monta
piparia. Montako piparia on yhdessa pussissa?

Punaiseen koriin tyhjennat kaksi piparipussia. Siniseen Kkoriin tyhjennat nelja
piparipussia. Sitten lisdat kolme piparia punaiseen Koriin. Sitten syt viis piparia
sinisesta korista. Nyt koreissa on yhtd monta piparia. Montako piparia on yhdessa
pussissa?

Kasperilla on kolme kertaa niin monta piparia kuin Jesperilla ja Jesperilla on kaksi
kertaa niin monta kuin Joonatanilla. Kasperilla on 20 piparia enemman kuin
Joonatanilla. Montako kullakin on?

Kasperilla on nelja kertaa niin monta piparia kuin Jesperilla ja Jesperilla on nelja kertaa
niin monta kuin Joonatanilla. Kasperilla on 60 piparia enemman kuin Joonatanilla.
Montako kullakin on?

Kasper, Jesper ja Joonaan riitelevat pipareista. Jesper vaittaa, etta Kasperilla on kolme
kertaa niin monta piparia kuin Jesperilld ja Joonatan vaittaa, etta Jesperilla on kaksi
kertaa niin monta kuin Joonatanilla. Kasper vaittaa, ettd hanella on 18 piparia
enemman kuin Joonatanilla. Voivatko kaikki puhua totta?

Selitd seuraava temppu. Ajattele mita tahansa kaksinumeroista lukua (kuten 13), jonka
toinen numero on kahta numeroa suurempi kuin toinen. Kirjoita lukusi numerot
painvastaisessa jarjestyksessa. (Luvusta 13 saisit 31.) Sinulla on nyt kaksi
kaksinumeroista lukua. Vahenna suuremmasta pienempi. Vahennad erotuksesta 10.
Lukusi on parillinen. Jaa se kahdella. Jaa uudestaan kahdella. Jaa viela kahdella.
Ajattele tulosta. Nyt ajattelet lukua 1.
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10. 3-jarjestelméassa kaytetaan merkkeja 0, 1 ja 2. Esimerkiksi 3-jarjestelmén luku 211 on
29+ 3+ 1 = 22. Muuta 10 jarjestelmaan 3-jarjestelmén luku 2020.

11.Muuta 3-jarjestelmaan 10-jarjestelman luvut 8, 17 jne. Keksi lisda esimerkkeja itse!
12.Suorita yhteenlasku allekkain 3-jarjestelmassa. Kokeile esimerkkeja.

13. Suorita kertolasku allekkain 3-jajestelmassa. Kokeile esimerkkeja.

14.Suorita jakolaskuja jakokulmassa 3-jarjestelmaa kayttden. Kokeile esimerkkeja.

15.Muunna 7-jarjestelman luvut 11, 111 ja 1111 kymmenjarjestelmaan. (Tama on puolet
pitkdn matematiikan ylioppilaskoetehtavasta 12 kevaalta 2001.)

16.Muunna kymmenjarjestelman luvut 11, 111 ja 1111 seitsenjarjestelméan. (Tama on
puolet pitkan matematiikan ylioppilaskoetehtavéasta 12 kevaalta 2001.)

17.Yrita suorittaa laskutoimituksia roomalaisilla numeroilla.
18. Laske helposti
a) 7-3—7-2

b) 17-23-17-22
C) 987654321 -1234567 — 987654321 - 1234566

Lukuja ja yhtaloita — vastaukset

1. T&han voi valita valtavan suuret luvut n ja n + 1, missd n € R. Nyt on varsin helppoa
laskea esimerkiksi naiden kahden luvun erotus.

2. Yhdessa pussissa on kolme piparia.
3. Yhdessa pussissa on viisi piparia.
4. Yhdessa pussissa on kolme piparia.
5. Yhdessa pussissa on nelja piparia.

6. Kasperilla on 24, Jesperilla kahdeksan ja Joonatanilla nelja piparia.

\‘

. Kasperilla on 64, Jesperilla 16 ja Joonatanilla nelja piparia.

8. Ei. (Tassa oletetaan, ettd piparit ovat kokonaisia.)
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9. (Ratkaisun idean voi huomata kirjoittamalla vierekk&in laskut lapi eri luvuille, jolloin
samankaltaisuudet tulevat esiin.) Oletetaan, etta luvut a,b € [1,9]. Tiedetaan, etta
b =a+ 2 jolloin ba > ab. Huomataan, ettd aina kun valitaan kaksinumeroinen luku
siten, ettd toinen numero on kahta suurempi kuin toinen, niin taman luvun ja
"kaannetyn” luvun erotus on 18. Taman voi paatella esimerkiksi tarkastelemalla ensin
kymmenia ja sitten ykkdsia. Nyt kun luvusta 18 vahennetddn kymmenen ja suoritetaan
tehtavassa mainitut jakolaskut, paadytaan lukuun yksi.

10.2-33+0-32+2-3+0-1=60

11. Kymmenjarjestelman luku 8 on kolmijarjestelmassa luku 22. Kymmenjarjestelman luku
17 on kolmijarjestelmassa luku 122.

12.Yhteenlasku allekkain toimii kuten kymmenjarjestelmésséa. Voit tarkistaa tuloksen
muuttamalla sen takaisin kymmenjarjestelmaan!

13.Kertolasku allekkain toimii kuten kymmenjarjestelmassa. Voit tarkistaa tuloksen
muuttamalla sen takaisin kymmenjarjestelmaan!

14.Jakolasku jakokulmassa toimii kuten kymmenjarjestelmassa. Voit tarkistaa tuloksen
muuttamalla sen takaisin kymmenjarjestelmaan!

15.11,=1-7+4+1:1=8;,, 111, =1-7241-7+1-1=57,, ja 1111, =1-73+1-72 +
1-7+1-1=400.

16.11,0=1-7+4-1=14,, 111,0=2-7241-7+6-1=216, ja 1111,,=3-73+1-
724+3-7+42-1=3132,.

17.Esimerkiksi VII + 111 = VIIIII = VV = X. (Roomalaiset numerot perustuvat additiiviseen
merkintatapaan.)

18.Tehtavéa on helppo kun huomaa, ettéd kertolaskut eroavat toisistaan ainoastaan yhden
ykkosen verran.
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Lukuteoriaa

1.

Miten 3 litran ja 5 litran astioilla voidaan mitata 4 litraa?

. Mita tilavuuksia voi mitata 3 ja 5 litran astioilla?

Miten 12 litran ja 21 litran astioilla voi mitata 15 litraa?

. Mita tilavuuksia voi mitata 12 ja 21 litran astioilla.

Namuska pakkaa karkkeja 30 kappaleen laatikoista 18 kappaleen pusseihin. Han on
luvannut panna kaikki laatikoista poydalle nostetut karkit pusseihin ja olla syomatta
yhtaan karkkia. Eraana hetkend Namuskan poydalla on 20 karkkia eikd yhtdén vajaata
laatikkoa tai pussia. Pomo katsoo Namuskaa epaillen ja sanoo “Eth&n vaan ole syonyt
karkkeja?” Mista Pomon epailys herasi?

Lukuteoriaa — vastaukset

1.

Taytetaan ensin 5 litran astia. Kaadetaan 5 litran astiasta vetta 3 litran astia tayteen.
Nyt 5 litran astiassa on vetta 2 litraa ja 3 litran astia on taynna. Tyhjennetdan 3 litran
astia vedesta ja tyhjennetdan 5 litran astia 3 litran astiaan. Nyt 3 litran astiassa on 2
litraa vettd ja 5 litran astia on tyhja. Taytetddn 5 litran astia ja kaadetaan siitd 3 litran
astia tayteen. Nyt 3 litran astia on tdynna ja 5 litran astiassa on 4 litraa vetta.

3 ja 5 litran astioilla voi mitata kaikki tilavuuden yhdesta kahdeksaan litraan.

Taytetaan ensin 21 litran astia. Kaadetaan 21 litran astiasta vetta 12 litran astia
tayteen. Nyt 21 litran astiassa on vetta 9 litraa. Tyhjennetddn 12 litran astia vedesta, ja
kaadetaan 21 litran astiassa olevat 9 litraa 12 litran astiaan. Taytetaan 21 litran astia
vedella ja kaadetaan siita 12 litran astia tayteen. Nyt 21 litran astiassa on 18 litraa
vetta. Tyhjennetaan 12 litran astia ja kaadetaan 21 litran astiasta 12 litran astia tayteen.
Nyt 21 litran astiassa on 6 litraa vetta. Siirretdan tama 6 litraa vetta 12 litran astiaan.
Taytetaan 21 litran astia viela kerran tayteen ja kaadetaan siitd 12 litran astia tayteen.
Nyt 21 litran astiaan jaa vetta 15 litraa.

12 ja 21 litran astioilla voi mitata kaikki kolmella jaolliset tilavuudet kolmesta 33 litraan.
Vastaus perustuu kolmella jaollisuuteen. Koska seka pussissa ettd laatikossa olevien
karkkien lukumaara on kolmella jaollinen, tulisi Namuskalla olla pdydéllaédn aina

kolmella jaollinen maara karkkeja. Luku 20 ei kuitenkaan ole kolmella jaollinen, joten
Namuska on salaa pistanyt vahintaan yhden karkin suuhunsa.

Sivu7/16



Koostaneet Juulia Lahdenpera ja Juha Oikkonen Summamutikka-keskus

Geometriaa

1. Kolmion sivujen suhteet ovat 3 : 4 :5 (voit tehda sellaisen kolmella ruutupaperilla tai
kolmella viivoittimella.) Yksi kulma nayttaa suoralta. Onko se?

2. Miten solmunarulla (siind on solmuja tasavalein) voi merkita pihalle suoran kulman?
3. Kolmion sivujen suhteet ovat 3 :4 : 5. Mikd on sivua 5 vastaan kohtisuora korkeus?

4. Piste P on tasasivuisen kolmion sisalla. Kolmion korkeus on 15. Luvut a, b, ja ¢ ovat
pisteen P etaisyydet kolmion sivuista. Laske a + b + c.

5. Piste P on sdanndllisen tetraedrin sisélla. Tetraedrin korkeus on 76. Luvut a, b, c ja d
ovat pisteen P etéisyydet tetraedrin sivutahkoista. Laske a + b + ¢ + d.

6. Lohko kuutio kuudeksi pyramidiksi.
7. Lohko kuutio kolmeksi pyramidiksi. (Naiden huippu ei ole pohjan keskelld.)

8. Piirra paperille kolmio. Piirrd suorat, jotka kulkevat sivujen keskipisteitten kautta ja ovat
naita vastaan kohtisuorassa. Mita huomaat? Onko kyseessa nakdharha?

9. Piirra paperille kolmio. Piirrd kolmion kulmille puolittajat (ts. suorat, jotka jakavat kulmat
kahteen yhtd suureen osaan.) Mita huomaat? Onko Kkyseessa nakoéharha?

10.Mika on lyhin matka joen kautta talolle, joka on samalla puolen jokea kuin lahtépaikka?

11.Katossa on muurahainen, joka haluaa kavella mahdollisimman lyhytta reittia lattiassa
olevaan mielenkiintoiseen paikkaan (vain muurahainen tajuaa, mita kiinnostavaa se
siella ndkee). Auta muurahaista!

12.Kuinka monta lavistajaa on 100-kulmiossa? (Tutki l&vistdjien maaran lisdéantymista, kun
siirrytddn kolmiosta nelikulmioon jne. Taulukoi lukuja keksimési sddnnén perusteella.)

Tarkastellaan vain kuperia monikulmioita; siis sellaisia, missa ei ole “klommoja”.

13. Kuinka monta lavistajaa on 10 000-kulmiossa. (Ala taulukoi!)

14.Matti kumitti vahingossa Maijan ympyran keskipisteen. Miten sen voi loytaa
uudestaan?
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Geometriaa — vastaukset

1.

On. Asian voi tarkistaa esimerkiksi kaanteisella Pythagoraan lauseella.
Edellisen tehtavan nojalla esimerkiksi siten, ettéa kolmion sivujen suhteet ovat 3 : 4 : 5.

Tehtavan 1 nojalla tiedetaan, etta kyseesséa on suorakulmainen kolmio, jonka kanta on
4n, korkeus 3n ja hypotenuusa 5n, missa n € N. Merkitddan sivua 5 vastaan

kohtisuorassa olevaa korkeusjanaa kirjaimella h. Nyt kolmion pinta-alasta saadaan

yht&lo 3n2'4n=%. Ratkaistaan yhtaldé korkeuden h suhteen, jolloin vastaukseksi

12
saadaan h = <.

Piirretdan tasasivuinen kolmio, ja merkitdan sen sivun pituutta kirjaimella x. Piirretdéan

kolmion sisalla olevasta pisteesta P janat kolmion karkiin. N&in saadaan kolme
ax bx .

pienempaa kolmiota, joiden pinta-alat ovat - 5 )

a % Pienempien kolmioiden pinta-
. . . . 15 . R
alojen summa on sama, kuin alkuperédisen kolmion pinta-ala Tx Ratkaisemalla taméa

yhtal6 pisteen P etédisyyksien kolmion sivuista summaksi saadaan a + b + ¢ = 15.

Piirretddn saanndllinen tetraedri, ja merkitddn sen tahkon alaa kirjaimella A. Piirretdéan
tetraedrin sisalla olevasta pisteesta P janat tetraedrin karkiin. Nain saadaan nelja
pienempaa tetraedria, joilla on samankokoinen tahko pohjana seka karki pisteessa P.

Pienempien tetraedrien tilavuuksien summa, joka on %a A+ %b A+ %c A+ %d A,
on sama kuin alkuperdisen tetraedrin tilavuus § 76 - A. Ratkaisemalla tdma yhtalo
pisteen P etaisyyksien tetraedrin sivutahkoista summaksi saadaan a + b+ c +d = 76.

Kuution sisélle muodostuu kuusi pyramidia, joiden pohja on yksi kuution sivuista ja
huippu on kuution keskipisteessa.

Valitaan pyramidien pohjiksi kolme kuution sivua, joilla on yksi yhteinen karkipiste.
Pyramidien karjet ovat yhteisesta karjesta lahtevan kuution lavistgjan toisessa paassa.

Suoria kutsutaan keskijanoiksi, ja ne leikkaavat toisensa pisteessa, joka on yhta
kaukana kolmion jokaisesta karjesta. Se on siis pienimman mahdollisen ympyran
keskipiste, jonka sisdén kolmio mahtuu.

Kulmanpuolittajat leikkaavat pisteessa, joka on suurimman mahdollisen kolmion sisaan
mahtuvan ympyran keskipiste.

10. Ratkaisun kulmakivi on huomata, etté peilaamalla talo joen toiselle puolelle muodostuu

tasakylkinen kolmio, jonka karki voi olla mik& tahansa joen piste. Kolmion karjesta on
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siis yhta pitkd matka (kuvassa x) seka talolle ettd talon peilikuvalle. Lyhin matka
lahtopaikasta talon projektiolle 16ytyy piirtamalla suora viiva naiden kahden pisteen
valille. Siispa kulkemalla tata suoraa pitkin joelle asti ja kdantymalla sitten kohti taloa
tulee kulkeneeksi lyhinta mahdollista reittia (kuvassa sininen viiva).

Talo projisoituna
joen toiselle puolelle

Joki

Talo

Lahto

11.Tehtavan ratkaisua varten kannattaa piirtdd kuva, jossa huone on aukaistu tasoksi. Alla
olevassa kuvassa katkoviivalla merkityt alueet esittavat lattiaa, piste M esittdd katossa
olevaa muurahaista. Kuvan esimerkkitapauksessa muurahaista kiinnostava asia on
lattiassa aivan sen alapuolella. Sita merkitaan pisteella A. Lyhin mahdollinen reitti
loytyy, kun piirretdan kaikki nelja mahdollista suoraa viivaa lahtopaikasta
maaranpaahan, ja valitaan niista lyhin. Esimerkkitapauksessa muurahaisen kannattaa
siis kulkea vasemmalla puolella olevan seinan kautta.

Esimerkkitapaus muurahaisesta katossa.
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12.Muodostetaan seuraava taulukko piirtamalla monikulmioita ja laskemalla niiden
lavistgjien lukumaarat.

Lavistajia
Kulmia Lavistgjia enemman kuin
edellisessé
3 0
4 2 2
5 5 3
6 9 4
7 14 5
99 4752 97
100 4850 98

Huomataan, ettd kun monikulmion kulmien Ilukumaaréan kasvaessa lavistajien
lukumé&éaran kasvu on saanndllista. Taulukon mukaan laskettuna 100-kulmaisessa
kolmiossa on siis 2+3+4+54 497498 = 4850 lavistajdd. Laskutoimitus on
helppo suorittaa, kun ryhmittelee sitd ensin hieman toisella tavalla: 2+ 3 +4 + 54+ -+
97 +98=(2+98)+3+97)+(4+96) + -+ (49+51) + 50 =48-100 + 50 =
4850.

13.Edellisen tehtavan ideaa hyddyntdaen 10 000-kulmion lavistdjien lukumaara on (2 +
9998) + (34+9997) + (44 9996) + ---+ (4999 4+ 5 001) + 5000 = 4998 - 10 000 +
5000 = 49985 000 kappaletta.

14.Valitaan ympyran kehaltd kolme pistettéa. Yhdistetaan pisteet kolmioksi ja piirretdan
kolmion kyljille keskijanat. Ne leikkaavat toisensa alkuperédisen ympyran keskipisteessa
(kts. tehtava 8). Myds ympyran mitkd tahansa kaksi jannetta kay: piirretaan janteille
keskipisteet ja jannetta vastaan kohtisuorat suorat. Nama suorat leikkaavat ympyran
keskipisteessa.

Kombinatorista paattelya

1. Tessu-koira hakee sukkia pimedssa huoneessa olevasta laatikosta. Sukat ovat sinisia
tai punaisia, mutta muuten taysin samanlaisia. Montako sukkaa Tessun on vahintaan
otettava voidakseen olla varma siitd, etta otetuista sukista riittda jokaiseen tassuun
samanvarinen sukka?

2. Tyolohik&armeet ovat trideja, tradeja tai trudeja. Ne nayttavat aivan samalta. Kuitenkin
tridit voivat tydskennella vain tridien, tradit vain tradien ja trudit vain trudien kanssa.
Ritarin on palkattava aarrekammion rakentamiseen tydlohikdarmeita niin, etta
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palkatuista saadaan ainakin nelja yhteisty6hon. Ritari on varautunut siihen, ettd muut
laiskottelevat hyvin palkattuina. Montako lohik&&rmetta ritarin on palkattava voidakseen
olla varma siita, etta tehtavéa onnistuu?

3. Poydalla on kortteja, joiden taustalla on jokin kirjaimista A, B, C, D, E, F tai G. Montako
korttia on vahintaan kaannettava, jotta voidaan olla varmoja siitd, ettd on kaannetty
ainakin 10 korttia, joissa on sama kirjain?

4. Huoneessa on 6 henkiloa. Pitaako toinen vaitteista paikkansa?:

a) Naiden keskuudessa on 3, jotka tuntevat toisensa.
b) Naiden keskuudessa on 3, jotka eivéat tunne toisiaan. Voitko tietdéa kumpi? (Tassa
tunteminen on molemminpuolista.)

5. Kaksi lasta saapuu aikuisten seurassa joelle, jonka yli on paastava veneelld. Vene
kantaa joko kaksi lasta tai yhden aikuisen. Jokainen osaa soutaa. Miten he voivat
ylittda joen, kun aikuisia on

a) 2
b) 3
C) enemman?

6. Onnistuuko edellisen tehtdvan seurueelta pimean portaikon kautta kulkeminen, kun
kaytettavissa on vain yksi taskulamppu ja kun portaat kantavat kerralla vain joko kaksi
lasta tai yhden aikuisen?

7. Nelja henkildd on pime&n mutkikkaan portaikon paassa. He tarvitsevat yhteen
(kumpaan tahansa) suuntaan portaikossa 7min, 5min, 3min ja 2min. Heidan pitéisi
paasta toiseen paahan, mutta kaytettavissa on vain yksi taskulamppu. Portaikossa voi
kerralla olla enintdan kaksi henkea. Portaikko romahtaa 18 min kuluttua. Kuinka kaikki
paasevat portaikosta? Voivatko kaikki paasta portaikosta ehjin nahoin? Lamppua ei voi
heittdd tai valoa nayttdd matkan paahan toisen auttamiseksi, vaan jokaisen lampun
kantajan on kuljettava koko matka.

8. Kuvassa on nelja saarta 1, 2, 3 ja 4. Viivat ovat siltoja. Liisa asuu saarella 1. Voiko han
kavella kotoa lahtien ja kotiin palaten niin, etta han kayttaa jokaista siltaa tdsmalleen
kerran?
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9.

Shakkilaudasta on jarsitty kaksi vastakkaista nurkkaa. Voiko jéljelle jddneen osan
laudasta peittéda kahden ruudun kokoisilla palikoilla?

10. Shakkilaudalle asetetaan viiden ruudun kokoisia plus-merkkeja. Merkit eivat saa tulla

laudan ulkopuolelle eivatkd menna paallekkain. Jos laudalle ei voi enaa lisata
plusmerkkeja naitd saantdja rikkomatta, niin lauta on tukossa. Mika on pienin maara
plus-merkkeja, joilla laudan saa tukittua?

Kombinatorista paattelya — vastaukset

1.

Seitseman sukkaa.
Kymmenen lohikaarmetta.
64 korttia.

Havainnollistetaan tilannetta kuvalla. Valitaan kuuden pisteen verkosta yksi henkild
(kuvassa oranssi piste). Tasta pisteesta lahtee viivat viiteen muuhun pisteeseen. Viivat
kuvaavat valitun henkilon tuntemissuhdetta ryhman muihin henkilgihin. Valittu henkild
joko tuntee tai ei tunne jokaisen ryhméan muun jasenen. Merkitaan siniselld janalla sita,
ettd janan paatepisteiden henkilot tuntevat toisensa, ja punaisella sitd, etta he eivat
tunne toisiaan. Nyt jokaisesta pisteesta lahtee vahintdan kolme joko sinista tai punaista
viivaa. Tutkitaan ensin tapausta, jossa valitusta oranssista pisteesta lahtee vahintaan
kolme sinista viivaa. Tama tarkoittaa siis sita, etta kyseinen henkilé tuntee ainakin nuo
kolme muuta henkil6d. Kuvassa on esitetty tasta yksi esimerkkitapaus. Tutkitaan
oranssilla merkityn henkilon tuntemia kolmea ihmistd. N&ma& muodostavat oman
kolmionsa, jota kuvassa merkataan oranssilla. Jos jokin oranssin kolmion janoista on
sininen, eli jotkin kaksi henkil6d tuntee toisensa, muodostuu sininen kolmio, jossa
kolme henkiloa tuntee toisensa. Jos taas mikd&n oranssin kolmion janoista ei ole
sininen, eli henkil6t eivat tunne toisiaan, muodostuu punainen kolmio. Léytyi siis kolme
henkil6a, jotka eivat tunne toisiaan.
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Tilanne on aivan vastaava siind tapauksessa, ettéd oranssista pisteesta lahteekin kolme
punaista viivaa. Siispd missa tahansa kuuden hengen ryhméssa on joko vahintaén
kolme henkil6&, jotka eivéat tunne toisiaan, tai vahintdan kolme henkil6a, jotka tuntevat
toisensa. Mielivaltaiselle joukolle ei voida sanoa, kumpi vaitteista pitda paikkansa.

5. Jos aikuisia on

a) kaksi, niin ensin lapset soutavat joen toiselle puolelle. Sitten toinen lapsista soutaa
takaisin, ja toinen aikuisista ylitta&a joen. Toisella puolella oleva lapsi soutaa veneen
takaisin, ottaa toisen lapsen kyytiinsa ja soutaa takaisin toiselle puolelle. Nyt toinen
lapsista soutaa veneen takaisin ja toinenkin aikuisista ylittd& joen. Toisella puolella
oleva lapsi kay viela hakemassa toisenkin lapsen joen toiselle puolelle.

b) kolme, niin toimitaan kuten edella. Tassa tapauksessa on vield yksi aikuinen joen
vaaralla puolella. Toinen lapsista soutaa takaisin, antaa kolmannenkin aikuisen
ylittaa joen, jonka jalkeen lapsi kdy hakemassa toisen lapsen joen toiselle puolelle.

c) Periaate on kuten edelld. Lasten taytyy seilata edestakaisin mahdollistaen aina
seuraavan aikuisen paasyn joen toiselle puolelle.

6. Vastaus kuten edella.

7. Ei hataa, kaikki selviavat ehjin nahoin. Ensin kaksi nopeinta henkil6d menevat yhdessa
alas. Heidan matkaansa kuluu 3 minuuttia. Taméan jalkeen nopein henkild tulee ylos 2
minuutissa. Aikaa on nyt kulunut yhteensa 5 minuuttia. Nyt kaksi hitainta henkil6a
menevat alas 7 minuutissa. Kaytetty kokonaisaika on nyt 12 minuuttia. Taman jalkeen
alhaalla odottava toiseksi nopein tulee ylds, ottaa nopeimman henkilén mukaansa ja he
tulevat yhdessa portaat alas. Tassa kuluu yhteensd 6 minuuttia. Nain ollen siirtymisiin
on kaytetty yhteensa 18 minuuttia, joten kaikki henkilot paasivat turvaan juuri ennen
portaiden tuhoutumista.
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8. Reittia ei l16ydy. Tama johtuu siita, etta jokaiseen saareen on saavuttava ja sieltd on
poistuttava yhtd monta kertaa. Koska halusimme ylittaa jokaisen sillan vain kerran,
taytyisi jokaisessa saaressa olla parillinen maara siltoja.

9. Lautaa ei voi enaa peittdaa dominopaloilla. TA&ma johtuu siita, ettd aina kun dominopalan
asettaa saantdjen mukaan shakkilaudalle, peittdd se seka yhden mustan ettd yhden
valkoisen ruudun. Taten kun laudalle on aseteltu nappuloita, pitda olla peitossa yhta
monta mustaa ja valkoista ruutua. Kun kaikki palat olivat tallella, oli sekd mustia etta
valkoisia ruutuja 32 kappaletta, eikd tama tuottanut ongelmaa. Nyt kun hiiri on syonyt
reunimmaiset ruudut, on mustia ruutuja edelleen 32, mutta valkoisia enaa 30. Tama
tarkoittaa, ettei peittdminen enda onnistu, silla askeisen perusteella ruutuja voi peittaa
vain siten, ettd sama maara mustia ja valkoisia on peittyneena.

10.Pelilaudan voi tukkia neljdlla palalla. Vahintaan nelja tarvitaan, silla jokainen laudalla
oleva plus-merkki voi olla enintddn yhden nurkkaan asetettavan plus-merkin tiella. Siis
jos plus-merkkeja on laudalla vain kolme kappaletta, jossakin nurkassa on tilaa viela
yhdelle plus-merkille. Nelja riittaa, silla laudan voi tayttdd merkeilla seuraavasti:

Vektoreita

1. Luokkaan on katketty aarre. Ovensuussa on paperi, johon on piirretty punaisella ja
sinisella nuoli, toinen paperi, jossa on (vuorotellen) punaisella ja sinisella kirjoitettuja
lukuja kuten 130, 220, jne. Lisaksi teipilla on merkitty lahtdpiste. Viela on rullamitta, jota
voi vetdd auki ja huomauttaa, etta taalla on lukuja. Ohjepaperin luvut on mitattava
paikan paalla niin, ettd ne antavat reitin aiottuun maaliin.

2. Etsitdan merirosvoaarretta ruutupaperilla. Paperin ylareunassa on yhden ruudun
pituiset pysty- ja vaakasuuntaiset nuolet, joiden vieressa ovat kirjaimet p ja s
edustamassa sanoja "punainen” ja "sininen". (Voi vaikka sanoa, ettei varikynia ollut

( —L®)

p— Sivu 15/ 16



Koostaneet Juulia Lahdenpera ja Juha Oikkonen Summamutikka-keskus

kaytossa.) Paperille merkitdan jokaista osatehtavaa varten ruudukkoon lahtdpiste, ja
tehtavand on loytada aarre. Merirosvon antamat ohjeet ovat seuraavat (sikamaisen
huonot, mutta muuta ei naemma ole!)

a) 3p + 2s + 2p +5s

b) 3p — 2s + 2p

c) 2(3p — 2s)

d —@Bp — 4s)

e) Ole merirosvo ja tee ohje, joka vastaa alla olevan kuvan muotoista reittia.

[

Vektoreita - vastaukset

Alla olevaa kuvaa vastaava ohje voi olla esimerkiksi 6s — 2p + 6s — 2p + 2s + 5p.

[

Sivu 16/ 16



